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Hochverehrtester Herr Professor! 

Als Sie mir vor fast drei Jahren als Qeschönk des Herrn Ver- 
fassers die erste Abtheilung des Werkes übersandten , das ich in 
deutschem Gewände Ihnen darzubringen mir erlaube, sprachen Sie 
in der begleitenden Zuschrift gegen mich den Wunsch einer üeber- 
setznng aus/ den ich hierdurch verwirklicht habe. Ihr Rath kam 
meiner Neigung entgegen, der Herr Verfasser gab mit liebens- 
würdiger Bereitwilligkeit seine Einwilligung zur Uebersetzung 
nnd verschaffte mir auch die Zustimmung der Accadehia delle 
SciENZE DELL IsTiTüTo DI BoLooi^A ZU dicscm unternehmen, in 
deren Memorte (H* Serie, T. 6% p. 91—196; T. 7^'p. 19—78) 
das italiänische Original zunächst erschienen ist. Der Titel des- 
selben lautet in der Separatausgabe »PRELIMINARI DI UNA 
TEORIA GEOMETRICA DELLE SUPERFICIE. DI LUIGI 
CREMONÄ Professore presse il R. Istituto Teenico Snperiore 
di Milano. Si vende presse il Tipografo Francesco Zanetti 
Milano, via del Senate, 26.« Dasselbe bildet die Fortsetzung zu 
dem früher erschienenen Werke desselben Verfassers tINTRO- 
DÜZIONE AD UNA TEORIA GEOMETRICA DELLE CUR VE 
PIANE. PEL Dr. LUIGI CREMONA, «wfe**ot* ^l q^uu^tU 
SnpeTMi^ iceer» SL x:)v^fftiiu dl ^ctc^u^ BOLOGNA, TIPI GAM- 
BERINI E PARMEGGIANL 1862.* Jener gelehrten Körper- 
Schaft und dem Herrn Verfasser erlaube ich mir bei dieser Ge- 
legenheit für ihre gütige Erlaubniss meinen aufrichtigen Dank 
auszusprechen. 

Mein verehrter Freund, Herr Professor Cremona, ging 
aber noch weiter. Er hat dem Original eine grössere Zahl band- 
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schriftlicher Zusätze beigefügt^ die im Vereine mit dem dritten 
Theile, der ebenfalls im Originale nicht vorhanden ist, der Ueber- 
setzung in Bezug auf Vollständigkeit der Untersuchungen wohl 
einigen Vorzug vor jenem geben ; wenn es auch unmöglich sein 
dürfte, in der Uebertragung den glänzenden, gefälligen Stil des 
Originals zu erreichen. 

Das letzte Capitel des zweiten Theiles und der ganze dritte 
Theil sind die Uebersetzung der Capitel IV — XI der grossen Ab- 
handlung des Herrn Verfassers über die Flächen dritter Ordnung, 
welcher 1866 die Hälfte des Steinerschen Preises durch die Ber* 
liner Akademie zuerkannt wurde ^), und die in den ersten beiden 
Heften des 68. Bandes des -» Journals für die reine und ange^ 
wandte Mathematikt unter dem Titel erschienen ist: Hömoire de 
Geometrie pure snr les Burfaces du troisidme ordre. (Par L. Cbe* 
MONA ä Milan), c Die ersten drei Capitel dieser Abhandlung kann 
man als einen kurzen, nur das für die cubischen Flächen Nöthige 
zusammenfassenden Auszug aus dem italiänischen Werke ansehen. 

Dass mir vergönnt war, diese wichtige Abhandlung meiner 
Uebersetzung einverleiben zu dürfen, verdanke ich zunächst dem 
Herrn Verfasser, der mir die Erlaubniss zu dieser Arbeit von dem 
Herausgeber des Creüe-Borchardtschen Journals Herrn Professor 
BoRCHARDT uud dem Verleger desselben , Herrn Buchhändler 
Beiiosr in Berlin erwirkte. Beide Herreu haben dazu ihre freund* 



1) Die andern Hlllfte wurde Herrn Dr. Rudolf Stübm luerkannt, dessen Werk, 
höcbst instnxctir und reich an Resultaten, unter dem Titel Teröffentlieht ist: Syn- 
UiUehe UnSersnehungen über Flächen dritter Ordnung, Leipsig 1867. 
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licho Einvillignng bereitvnlligst ertheilt, voillr ich ihnen hierdurch 
meinen Terbindlichsten Dank anszasprechen nicht nnterlassen kann. 
Um Ihnen einen schnellen üeberblick Ober den Umfang der 
Zos&tze 8u geben, durch welche die deutsche Ausgabe gegen das 
italiftnische Original erweitert ist, erlaube ich mir hier eine Gegen- 
ttberstellnng der Nummern oder Paragraphen des Ori^nals und 
der Uebersetzung folgen zu lassen. 

OhISINAL: UEBEBSETZÜRa: 

No. 1-44 = No. 1—44 

No. 45—47 (Neu). 

No. 46—57 =» No. 48—60. 

No. 61 >)— 76 = . No. 61—76. 

No. 77-82 (Neu). 

No. 77—90 = No. 83-96. 

No. 97—112 (Neu). 

No. 91—95 =8 No. 113—117. 

No. 118—119 (Neu). 

No. 96—116 = No. 120-140 

No. 141 (Neu). 

No. 117 a» No. 142. 

No. 143 (Neu). 

No. 118—131 =» No. 144—157. 

No. 158—289 (Neu). 

Herr Professor Cbshoka hat die weitere Freandlichkeit gehabt, 
auf meine Bitte die Probeabzüge einer genauen Oorrectur zu uQter- 

i) Di« Nainmwni 6S— 60 fehhm im Original«. 
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ziehen; damit dadurch etwaige Mlssverständnisse meinerseits ver- 
mieden würden. Welcher Dienst der Uebersetzung dadurch ge- 
leistet ist, kann nur ich hinreichend würdigen. 

Was ^die Uebersetzung selbst anbetrifft, so habe ich mich 
streng an das Original gehalten, ich habe nur mit Billigung des 
Herrn Verfassers die Bezeichnung durch das ganse Werk in der 
Art einheitlich gemacht, dass ich Puncte durch kleine deutsche 
Buchstaben^ Curven durch dergleichen lateinische, Flächen durch 
grosse lateinische Buchstaben bezeichnete. Zahlenwerthe, also 
auch die Zahlen für die Singularitäten der Curven und Flächen, 
sind durch griechische Typen gegeben, Abkürznngssymbole, wie 
Summenzeichen u. dgl., durch grosse deutsche Buchstaben. 

Da in der Abhandlung über die Flächen dritter Ordnung 
die Litteraturnachweisungen nur spärlich unter dem Texte gegeben^ 
dagegen die benutzten Schriften in der Einleitung zusammenge- 
gestellt sind, so glaube ich im Sinne des Herrn Verfassers zu 
handeln, wenn ich diesen Quellennachweis Ihnen hier ebenfalls 
vorlege. 

Ausser der Abhandlung Steiners, die den Gegenstand der 
Preisfrage bildete {Ueher die Flächen dritten Grades^ 1856) und 
den Werken und Memoirs allgemeinen Inhalts von Chasles, 
Hesse, JoKQuiiREs und Anderen , sind speciell folgende Abhand- 
lungen über die Theorie der cubischen Flächen benutzt worden: 

August, Disquisitianea de superßciebus tertii ordmis (Disser- 
tatio inauguralis. Berolini 1862); 
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Bbioschi, Jntofno ad alcune proprietä delle »uperßcie del ierzo 
ordine (Annali di scienze matematiche e fische, Borna 1855); 

Cayley^ On the triple tangent planes of surfaces of the third 
Order (Cambridge and Dublin mathematical Journal, T. 4. 1849); 

Clebsch, Zur Theorie der algebraischen Fläehen (Crellea Jour- 
nal, Bd. 58, 1860); 

Clebsch, Ueber eine Traneformation der homogenen Functionen 
dritter Ordnung mit vier Veränderlichen (Ebendaselbst); 

ClebsgH; Ueber die Knotenpunkte der Heeeeachen Fläche^ ins- 
besondere beiOberflächen dritter Ordnung (Crell. Joum», Bd. 59; 1861) ; 

Clebsch, Zur Theorie der algebraischen Flächen (Crelles Joui*- 
nal, Bd. 63, 1863); 

GBASaMAHN, Die stereometrischen Gleichungen dritten Grades 
und die dadurch erzeugten Oberflächen (Crellea Journal, Bd« 48, 
1864); 

Hesse, Ueber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung 
(Crelles Journal, Bd. 49, 1854); 

SalmoN; On the triple tangent planes to a surface of the third 
Order (Cambridge and Dublin mathematical Journal. T. 4, 1849); 

SalmoN; On^a<erfiar^(ruit{»(PbilosopbicaITransactionB; 1860); 

Salmon, Änalytic geometry of three dimensions (2? ed. Dublin 
1865); 

ScHiAPARELLi; SulUi trasformazionc geometrica delle figure 
ed in particolare suUa trasformazione iperbolica (Memorie delF 
Accademia di Torino, 1862); 

ScHLÄFLi, An attemjpt to determine the twenty^^seven lines upon 



a surface of tke third order etc. (Quarterly Journal of Mathe- 
metics, T. 2, 1858); 

ScHLÄFLi, On the distribution of surfaces of the third order 
into speciea etc. (PhiloRophical Transactions, 1863); 

SCHRÖTER; Nachweis der 27 Geraden auf der allgemeinen Ober- 
fläche dritter Ordnung (Grelles Journal, Bd. 62, 1863); 

Sylvester, On eliminatton, tranaformation and canonical forme 
(Cambridge and Dublin math. Journal, T. 6. 1851). 

Damit übergebe ich denn Ihnen und dem Publicum auch 
dieses treffliche Werk meines verehrten Freundes in deutscher 
Uebertragung und wünsche nur, dass es auch in dieser neuen Ge- 
stalt bei Ihnen und anderwärts eine gleich wohlwollende Aufnahme 
finden möge, wie sie meiner Uebersetzung der Introduzione ad 
una teoria geometrica delle curve piane zu Theil geworden ist 

Thorn den 1. September 1869. 

M. CüRTZE. 
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„Nisi utile est, quod facimos, stulta est gloria.* 

Pbabdai FabuUu, JII. 17. 



Die wohlwollende Aufnahme^ die meine Introduztone ad una 
teoria geometrtca delle curve piane ^) bei dieser Akademie und den 
Geometriebeflissenen gefunden, haben mich angespornt, dasselbe 
Unternehmen für die Geometrie des Raumes mit drei Dimensionen 
zu versuchen. Hier ist natürlich der Stoff um Vieles zusammen- 
gesetzter, und das Feld ohne Vergleich viel weiter; es ist mir 
daher Bedflrfniss, des Lesers Verzeihung für die Lücken und 
Versehen mir zu erbitten, denen er nur zu häufig, nicht nur 
bei Unbedeutendem, sondern auch bei schwer Wiegendem be- 
gegnen wird. 

Der Hauptzweck dieser Arbeit besteht darin, mit synthetischer 
Methode die wichtigsten Sätze der höhern Geometrie zu beweisen, 
die der Theorie der Oberflächen beliebiger Ordnung angehören, 
und die man in den Werken und Abhandlungen von Salmon, 
Chasles, Stsiner, Clebsch, .... analytisch bewiesen, oder wenig- 



1) Memorie doli' Aoe«demift di Bologna, T. 12. (Prima Serie) 
1862. Fortaetenng der Introduztone bilden einige kurze Abhandlnngeni die in den 
AnnaUdi Matemaiica, welche Professor ToaTOLtNi in Rom herausgegeben, veröffent- 
licht sind, n&mlich: Stäla teoria delle eoniehe (T. 5f p. 330); Sopra aleune que- 
stümi nella teoria deüe curve piane (T. 6, p. 153); Svüa teoria deüe eoniehe 
(T. 6., p. 179). Von der Introduzione und diesen Zueätun ist von dem Ueber- 
setser vorliegenden Werkes gleichfalls eine deutsche Ausgabe erschienen {EMeUung 
th etfie geometrische Theorie der ebenen Curven^ Greifswald 1865). 
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Btens auBgesprochen findet ^) , und dieselben mit den Besultaten 
meiner eigenen Untersuchungen tbeils zu verknüpfen, theils durch 
dieselben zu vervollständigen. Um aber der Schrift eine geziemende 
Gestalt zu geben, und um auch Jünglingen den Zugang zu ihr 
möglich zu machen, musste ich mich überzeugen, dass es vortheil- 
haft wäre, den Bahmen zu erweitern, und in denselben einige ein- 
leitende Begriffe eintreten zu lassen, welche die Gelehrten ohne 
Zweifel für zu bekannt und zu elementar ansehen werden. Im 
Gegentheil hoffe ich, dass diejenigen, welche das Studium der 
descriptiven Geometrie anfangen, in ihnen diejenigen Lehren finden 
werden, welche gegenwärtig das wirksamste Hilfsmittel darstellen, 
um in diese Wissenschaft einzudringen. 



1) Ausserdem benutzte ioh die Arbeiten ron Monoe, Di^pin, Ponoelet^ Jacobi, 
Plubcxer, Hesse, Grassmann, Kümmeb, Schlabflt, Staüdt, Jonqui^beSi La Goüb- 
NEEiB, Bellayitxs, Sohböteb, Painyxs, Bischof, BATTAOr.tKi, Schwarz, Fibdt<bb, 
Bete u« A. 
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„Dreht mau die Ebene r", setze man: „Dreht man die 

Ebene um r**. 

„Polaren** setze man „Polarflftohen**. 

„(v— l)(v— 2)— 6« setze man: v(v— iXv— 2) - 6«. 

»(/>— <r)-faoh** . ^ . „(^r-z^^fach". 



.auf** 



m' 



7: 
25: 
19: 

25 : tilge man am Ende der Zeile den Buchstaben X- 

20: fllr v*-f V2)-ter** setze man „(vi-j-Va)ter**. 

20: 

27: 

Ir. u. 

10: 

24; 

39;: 

18 

28: 



„zwei** 
„auf*« 

„va-ter« 



J9 

„drei*, 
„in**. 

„v2-t«r**. 
,v«**. 

aP4* 



ERSTER THEIL. 



C API TEL I. 

KEGEL. 

1. Kegd ist der Ort einer Geraden (Generaitix, Erzeugende), die sich 
um einen festen Punct oder Scheitel o nach einem gegebnen Gesetze 
continuierlich bewegt, zum Beispiel, indem sie stets eine gegebne Gurve 
schneidet. 

Ein Kegel heisst von der v-ten Ordnung, wenn eine beliebig durch den 
Scheitel gelegte Ebene ihn in v (reellen, imaginairen, getrennten, zusammen- 
fallenden) Generatrizen schneidet. 

Ein Kegel v-ter Ordnung wird yon einer beliebigen Geraden in v 
Puncten getroffen, und eine willkürliche Ebene schneidet ihn in einer Curve 
»'-ter Ordnung. 

Ein Kegel erster Ordnung ist eine Ebene. 

2. Trifft eine Gerade r einen Kegel in zwei unendlich nahen Puncten 
nt, m', so heisst sie Tangente des Kegels in m. Jede Ebene, welche durch 
r gelegl ist, schneidet den Kegel in einer Curve, die r in eben diesem 
Puncte m berührt. Wenn r umgekehrt einen Schnitt des Kegels berührt, 
so ist sie auch eine Tangente des Kegels. 

Die Ebene, welche durch o und die Tangente r gelegt ist, enthält 
natürlich zwei unendlich nahe Generatrixen d m, o m'. Also liegen die Tan- 
genten des Kegels in den verschiedenen Puncten ein und derselben Genera- 
trix p m sämmtlich in ein und derselben Ebene. Diese Ebene heisst Tan- 
gentialebene des Kegels und die Gerade n m Berührungsgeneratrix, 

Ebenso wie zwei unmittelbar auf einander folgende Generatrixen o m, 
8 m' in der Ebene liegen, welche längs o m berührt, schneiden sich zwei 
unmittelbar folgende Tangentialebenen, nämlich längs n m und o m', in der Er- 
zeugenden m'. Man kann folglich den Kegel sowohl als Ort von Geraden 
(Generatrixen) als auch als Enveloppe von Ebenen (Tangentialebenen) auffassen. 

Cbrmona, Oberflficben. \ 
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ClcMse eines Kegels ist die Zahl derjenigen Tangentialebenen desselben, 
die durch einen beliebig im Räume angenommenen Punct hindurchgehen, 
oder auch durch eine Gerade, welche beliebig durch den Scheitel gelegt ist. 
Ein Kegel erster Classe ist eine Gerade, das heisst ein Büschel von Ebenen, 
die sämmtlich durch dieselbe Gerade gehen. 

Schneidet man den Kegel durch eine beliebige Ebene, so erhalt man 
eine Curve oder einen Schnitt, dessen Puncte und Tangeuten die Spuren 
der Erzeugenden und der Tangentialebenen des Kegels sind. Diese Curve 
ist daher nicht nur von derselben Ordnung als der Kegel, sondern auch von 
der nämlichen Classe. 

3. Den Singularitäten der Curve entsprechen ebensoviele Singularitäten 
des Kegels und umgekehrt. Wir nennen diejenigen Erzeugenden Doppel- 
(Knoten- oder conjugierte), dreifachef . . . , Stillstands- oder Rückkelirgenera' 
trixenj welche den Doppelpuncten, den dreifachen Functen, . . . , und den 
Spitzen des Schnittes entsprechen ; dagegen DoppeitangerUidlebenen, dreifache 
Tangentialebenenf . . . . , Wendeebenen diejenigen Ebenen, welche durch o 
gehen, und deren Spuren die Doppel tangenten, dreifachen Tangenten, . . . , 
Wendetangenten des Schnittes sind. Eine Doppelgeneratrix ist die Durch- 
schnittsgerade zweier Schalen der Fläche, die reell oder imaginär sein können. 
Werden diese beiden Schalen von ein und derselben Ebene berührt, so geht 
die Doppelgeneratrix in die Rückkehrgeneratrix über. Eine Doppeltangen- 
tialebene berührt den Kegel in zwei verschiedenen Generatrixen; eine Wende- 
ebene berührt denselben in zwei unmittelbar folgenden Generatrixen (Beu- 
gung); u. s. w. 

Man bezeichne durch: 

V die Ordnung und durch 
fi die Classe des Kegels; es sei femer 
(T die Zahl der Doppelgeneratrixen, 
* Ji n ji Rückkehrgeneratrixen, 
"^ n jy y) Doppeltangentialebenen und 
< ^ ^ ^ Wendeebenen. 
Da diese nämlichen Zahlen die analogen Singularitäten der ebenen 
Curven ausdrücken, so greifen für sie die Formeln von Plückeb ') Platz : 

ß = v(v-l) — 2<^ — 3«, 
V = ß(fi—\) — 2t — 3«, 
t = 3K»'— 2) — 6^ - 8x, 
X == 3Ma*— 2) — 6t — 8<, 
von denen eine jede die Folge aus den drei übrigen ist. 

4. Die Eigenschaften der Kegel und im Allgemeinen der Figuren, die 
aus Geraden und Ebenen zusammengesetzt sind, welche sämmtlich durch 
einen festen Punct, den Scheitel, gehen, lassen sich aus denen der ebenen 
Curven und der aus Puncten und Geraden zusammengesetzten Figuren, welche 



*)' Cremona, Einleitung in eine geomeirisclie Theorie der ebenen Curveny 
Nr. 99 n. 100. 
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in einer festen Ebene gezeichnet sind, herleiten entweder mittelst der Lehre 
von den Projectionen oder der Perspective, oder vermittelst des Princips der 
Dualität. In letzterm Falle entsprechen den Puncten und den Geraden der 
ebenen Figur bezüglich die £benen und die Geraden der conischen Figur. 

Wir fiigen hier den Ausspruch einiger Lehrsätze hinzu, die aus der 
Theorie der ebenen Curven hergeleitet sind. In ihnen hat man sich vorzu- 
stellen, dass alle Geraden und Ebenen durch den nämlichen festen Punct ge- 
legt sind, welcher der gemeinsame Scheitel aller Kegel ist, deren noch Er- 
wähnung geschehen wird. 

Zwei Kegel von den Ordnungen v, v' und den Classen Ai> ß' haben 
vv' gemeinschaftliche Erzeugende und fifi* gemeinschaftliche Tangentialebenen. 
Besitzen die beiden Kegel längs einer gemeinsamen GeneratriK dieselbe Tan- 
gentialebene, so haben sie ausserdem nur noch w' — 2 gemeinschaftliche Gene- 
ratrixen und fJiß' — 2 gemeinschaftliche Tangentialebenen. 

Ein Kegel der v-ten Ordnung oder Classe, desaen Scheitel gegeben ist, 
wird durch -■ ^ ^ Bedingungen bestimmt. Durch ^ T^ ' beliebig gegebene 

Gerade geht nur ein einziger Kegel i/-ter Ordnung, und ^r" beliebig ge- 

gebne Ebenen berühren einen einzigen Kegel v-ter Classe. Durch die ge- 
meinschaftlichen Generatrixen zweier Kegel v-ter Ordnung gehen unendlich 
viele Kegel derselben Ordnung hindurch, die einen Coroplez bilden, welchen 
man Kegelbüschel v-ter Ordnung nennt. Ein Kegel v-ter Ordnung kann 

nicht mehr als ^^"^ i o~ " Doppelgeneratrixen besitzen — die Rückkehr- 

generatrixen eingeschlossen — , ohne in Kegel niederer Ordnung zu zer- 
fallen. U. 8. w. 

Eine Ebene, die man beliebig durch eine feste Gerade gelegt hat, 
schneidet euien gegebenen Kegel v-ter Ordnung in v Erzeugenden. Dann 
ist der Ort der harmonischen Axen ^) /E>-ten Grades des Systems der v Ge- 
neratrixen in Bezug auf die feste Gerade ein Kegel p-iev Ordnung, den man 
den (v-pytevL Polarhegel der festen Geraden (Folargeraden) in Bezug auf 
den gegebenen Kegel fFundameniaUcegelJ nennen kann. Auf diese Weise 
gibt eine gerade Linie v — 1 Folarkegeln Entstehung, deren Ordnungszahlen 
der Reihe nach v—1, v — 2, . . . , 2, 1 «nd. Der letzte Polarkegel ist eine 
Ebene. Wenn der yo-te Polarkegel einer Geraden durch eine andere Gerade 
geht, so enthält umgekehrt der (v— /o)-te Polarkegel dieser letzeren Ge- 
raden die erstere. Die Polarkegel einer Generatrix des Fundamental kegeis 
berühren denselben längs dieser Generatrix. Die Polarkegel (v— ])-ter 
Ordnnng der Geraden einer festen Ebene bilden ein Büschel. Die 
Geraden, welche Doppelgeneratrixen von Polarkegeln (v— l)-ten Ordnung 



•) Einleitung, Nr. 19, 68. 
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8ind| bilden einen Kegel (den Hesseschen) von der Ordnung 8(y— 2), welcher 
den Fundamentalkegel in den Inflexionsgeneratrixen des letzem Bchneidet, 
u. 8. w. *) 

5. Ein Kegel zweiter Ordnung ist auch zweiter Classe und umgekehrt. 
Die Theorie dieser Kegel (Quadrikegd) ist eine unmittelbare Folge der 
Theorie der Kegelschnitte. ') 

Ein Kegel dieser Art kann sowohl als Ort der Durchschnittsgeraden 
zweier entsprechender Ebenen in zwei projecti vischen Ebenenbüscheln ') — 
die immer als durch denselben festen Punct gehend angenommen werden — 
erzeugt werden, und auch als Enveloppe der Ebenen, welche durch zwei 
entsprechende Strahlen zweier projectivischer Strahlenbüschel hindurchgehen. 
Diese Strahlenbüschel liegen in verschiedenen Ebenen, haben aber denselben 
Mittelpunct. Umgekehrt erzeugen in einem Quadrikegel die Ebenen, welche 
durch dieselbe variable Generatrix und bezüglich durch zwei feste Genera- 
trixen gehen, zwei projectivische Büschel ; und eine variable Tangentialebene 
schneidet zwei feste Tangentialebenen in Geraden, welche zwei projectivische 
Strahlenbüschel bilden. «) 

Wir nennen zwei Gerade cor\fugiert, von denen die eine in der Polar- 
ebene der andern liegt, und zwei Ebenen heissen conßigiert, von denen eine 
jede die Polargerade der andern enthält. Zwei conjugierte Gerade bilden 
mit den beiden Generatrixen des Fundamentalkegels, die in ihrer Ebene ent- 
halten sind, ein harmonisches System, und der Winkel zweier conjugierter 
Ebenen wird von dm Tangentialebenen des Kegels harmonisch getheilt, 
welche durch die gemeinschaftliche Durchschnittsgerade der beiden ersten 
Ebenen gehen. 

Ein Trieder heisst einem Quadrikegel conJugiertj,wetkn jede Kante des- 
selben die entgegenstehende Seitenebne als Polarebene hat. Zwei demselben 
Kegel conjugierte Trieder sind einem zweiten Kegel eingeschrieben und einem 
dritten umgeschrieben. Ist ein Kegel einem Trieder umgeschrieben, das 
einem andern Kegel conjugiert ist, so ist umgekehrt der letztere Kegel einem 
Trieder eingeschrieben, welches dem ersten Kegel conjugiert ist. Zwei 
Kegel haben ein conjugirtes Trieder gemein, dessen Seitenebenen die Dfago- 
nalebenen des vollständigen Tetraeders sind, das durch die gemeinschalitlichen 
Tangentialebenen der beiden Kegel gebildet wird, und dessen Kanten die 



*) Einleitung, §. 13 u. 15. 

») Einieitung, §. 11 u. 18. 

') Zwei Ebenenbüschel heissen prcjeetivUehf wenn man jedes durch eine 
Ebene, die nicht zu dem Büschel gehört» schneidetf und die dadurch entstehenden 
StrahlenbÜBchel projeetivisch sind. DappelverhäUnUs von vier Ebenen des Ebenen» 
biüehels ist das DoppelTerhftltnits der vier entsprechenden Strahlen des auf die 
obige Weise entstandenen Strahlenbüschels. 

*) Chasles, Mimoire de giomitrie pure sur les propriiUe gMrales des eones 
du teeond degri, (Nouveaux M^moires de TAcad^mie de Bruzelles, T. 6; 1830). 
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Durcbschnittsgeraden der entgegengesetzten £benenpaare sind, welche durch 
die denselben beiden Kegeln gemeinschaftlichen Erzeugenden hindurch- 
gehen; u. 8. w. 

Ein Kegel zweiter Ordnung, der eine Doppelgerade enthält, ist das 
System zweier Ebenen, die durch diese Gerade gehen. Ein Kegel« zweiter 
Classe, der eine Bitangentialebene besitzt, besteht aus dem Systeme zweier 
Geraden, die in dieser Ebene liegen. 

Diejenigen Quadrikegel, welche drei gemeinschaftlichen Bedingungen 
unterworfen sind und so beschaffen, dass jeder Kegel durch zwei Gerade 
nur auf eine einzige Weise bestimmt ist, bilden einen Complex, den man 
ein Netz nennen kann. In einem Netze von Quadrikegeln gibt es eine un- 
begrenzte Zahl, die sich in Ebenenpaare auflösen, das heisst, eine Doppel- 
gerade besitzen. Die Enveloppe dieser Ebenen ist ein Kegel dritter Glasse, 
und der Ort der Doppelgeraden ein Kegel dritter Ordnung. U. s. w. ') 



CAPITEL n. 

DEVELOPPABLE FLÄCHEN UND RAUMCÜRVEN. 

6. Wir betrachten eijie Curve als den Ort aller Lagen eines Punctes, 
welcher sich continuierlich im Räume nach einem solchen Gesetze bewegt, 
daas eine beliebige Ebene nur ein System getrennter Lagen des Mobils ent- 
hält. ') Die Curve heisst gewunden oder eine Raumcurvey wenn vier ganz 
beHebige Puncte derselben nicht in ein und derselben Ebene enthalten sind. 

Die Curve heisst von der v-ten Ordnung, wenn eine beliebige Ebene 
sie in y Puncten — die reell, imaginär, verschieden, zusammenfallend sein 
können — schneidet. Es folgt aus dieser Deflnition, dass eine Raumcurve 
mindestens von der dritten Ordnung ist. 

Die Gerade, welche den Punct m der Curve mit dem unmittelbar fol- 
genden Puncte m' verbindet^ heisst Tangente der Curve in m. Jede Ebene, 
welche durch die Gerade m m' hindurchgeht, heisst ebenfalls Tangential- 
ebene der Curve in m und kann anderswo die Curve nur noch in v— 2 Puncten 
treffen. 

Classe einer Raumcurve ist die Zahl ihrer Tangentialebenen, welche 



') Um Zweideutigkeiten zu yermeiden, wiederhole ich, dass in den Sätzen 
dieser Nummer und in denen der Torhergebenden, die Kegel, von denen die Rede 
ist, 8&mmtlich denselben Scheitel besitzen, durch den alle Geraden und alle Ehe* 
neu hindurchgehen, die in Betracht gekommen. 

*) Das heisst in der Art, <^s alle auf einanderfolgende Lagen des sich be- 
wegenden Panotes von der Veränderung eines einzigen Parameters abhängen. Eine 
Curve kann man daher eine ein/ach unendliche lieihe von Puncten nennen. 
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durch eine beliebige Gerade hindurchgehen, oder durch die Zahl ihrer Tan- 
genten, welche durch die willkürliche Gerade geschnitten werden. 

Es seien m, m', m", m'", .... unendlich nahe auf einander folgende 
Puncto der Curve. Dann haben die beiden unmittelbar folgenden Tangenten 
m mV tn' m" den Punct m' gemein und bestimmen eine Ebene m m' m'^t die 
man, weil sie eine dreipunctige Berührung mit der Curve hat, OsculcUums- 
ebene in m nennt. Zwei auf einander folgende Osculationsebenen m m' m'', 
m' tn" m'" schneiden sich in der Tangente m' m", und drei unmittelbar fol- 
gende Osculationsebenen m m' ra", m' m" m'", m'' m'" m^^ treffen sich im 
Puncte m" der Curve. 

Es ist folglich ein Punct der Curve sowohl durch zwei unmittelbar 
folgende Tangenten bestimmt, als durch drei unmittelbar folgende Oscula- 
tionsebenen ; ebenso eine Tangente entweder durch zwei unendlich nahe Puncte 
der Curve oder durch zwei unmittelbar folgende Ospulationsebenen; eine Os- 
culationsebene endlich ist bestimmt durch drei unmittelbar folgende Puncte 
oder durch zwei unmittelbar folgende Tangenten. 

7. Man nennt den Ort der Tangenten einer Curve eine abwickelbare 
F lache oder eine Developpahle ; die Tangenten sind die Generairixen der 
abwickelbaren Fläche. Ordnung der Developpablen ist die Zahl der Puncte, 
in denen dieselbe von einer willkürlichen Geraden geschnitten wird, daher 
ist diese Zahl gleich der Classenzahl der Curveu. Die Osculationsebene m m' m", 
der Curve im Puncte m heisst die Tangentialebene der Developpablen längs 
der Generatrix m m', denn sie enthält die beiden unmittelbar folgenden Er- 
zeugenden m m', m' m", und es ist folglich jede in der Ebene gezogene 
Gerade Tangente der abwickelbaren Fläche — das heisst sie trifft sie in 
zwei unendlich nahen Puncten — in einem Puncte der Beriihrungsgeneratrix 
m m' und umgekehrt, jede Tangente der Developpablen in einem Puncte 
dieser Generatrix liegt in der genannten Ebene. Wie jede Tangentialebene 
der abwickelbaren Fläche zwei unmittelbar folgende Erzeugende enthält, so 
liegt jede Generatrix in zwei unmiftelbar folgenden Tangentialebenen; die 
abwickelbare Fläche ist also gleichzeitig der Ort der Tangenten der Curve 
und die Envdoppe der Osculationsebenen derselben. 

Wir haben den Begriff der Developpablen aus dem der Curve entwickelt, 
wir können aber auch die Curve aus der abwickelbaren Fläche herleiten. 
Wir denken uns eine Ebene, die sich stetig im Räume nach einem solchen 
Gesetze bewegt, dass durch einen beliebig gewählten Punct nur ein System 
getrennter Lagen der beweglichen Ebene hindurchgeht. <) Die Enveloppe 
der Lagen der sich bewegenden Ebene oder auch der Ort der Geraden, in 



1) Das heisst in der Art, dass alle Lagen der beweglichen Ebene von der 
Veränderung eines einzigen Parameters abh&ngen. Eine abwickelbare FlAche ist 
daher eine ein/ach unendliche Reihe von Übenen^ Die Kegel stellen einen speci- 
ellen Fall davon dar. 
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welchen sich zwei unmittelbar folgende Lagen dieser Ebene schneiden, ist 
das, was man eine abwickelbare Fläche nennt. ^) 

Es seien P, 1**, P*', P"' . . . auf einander folgende Lagen der sich be- 
wegenden Ebene. Die Ebene P enthält dann die beiden unmittelbar fol- 
genden Geraden P P*, P* P", Die drei Ebenen P, P*, P" schneiden sich in 
einem Pancte, dessen Ort eine gewisse auf der Developpablen gelegene Carye 
ist. Der Punct P P* P** liegt in den beiden unmittelbar folgenden Erzeu- 
genden PP*, P' P'y und umgekehrt enthalt die Generatrix P* P'^die beiden 
unmittelbar folgenden Puncte PP*P", P* P" P"' der Curve. Die Genera- 
trixen der Developpablen sind folglich Tangenten der Curve. Die Ebene P*' 
entlTält die drei unmittelbar folgenden Puncte PP' P*', P P" P", P" P" Piv 
und es sind daher die Tangentialebenen der abwickelbaren Fläche Oscula- 
tionsebenen der Curve. 

Classe der abwickelbaren Fläche ist die Zahl ihrer Tangentialebenen, 
welche durch einen willkürlich im Räume angenommenen Punct gelegt werden 
können. 

8. Wir können bei den Developpablen die analogen Singularitäten betrach- 
ten, die wir schon bei den Kegeln bemerkt haben (3). Eine Tangentialebene 
faeisst doppeli, wenn sie die abwickelbare Fläche längs zweier verschiedener 
Erzeugenden berührt und folglich die Curve, deren Tangenten die Genera- 
trixen der abwickelbaren Fläche sind, in zwei getrennten Puncten osculiert; 
sie helsst eine gtationäre oder Wendeebene, wenn sie die Developpable längs 
zweier unmittelbar folgender Erzeugenden berührt, oder, was dasselbe ist, 
längs dreier unmittelbar folgender Generatrixen schneidet und folglich mit 
der Curve einen vierpunctigen Contact hat. Eine Generatrix ist doppelt, 
wenn längs derselben die Developpable zwei verschiedne Tangentialebenen hat, 
weshalb sie auch die Curve in zwei verschiedenen Puncten berührt. In dem 
Schnitte, der durch eine beliebige durch sie gelegte Ebene entsteht, zählt 
sie für zwei Gerade, und in den beiden Schnitten, welche durch die beiden 
Tangentialebenen entstehen für drei. Eine Generatrix heisst skUumär, wenn 
durch sie drei unmittelbar folgende Tangentialebenen der Developpablen hin- 
durchgehen; in ihr liegen daher drei unmittelbar folgende Puncte der Curve. 
Eine solche zählt in dem Schnitte, der durch eine beliebige Ebene entsteht, 
welche durch sie hindurchgeht, für zwei und für drei Gerade in dem von 
der Tangentialebene gebildeten Schnitte. 

Den beiden ersten Singularitäten entsprechen die folgenden Singularitäten 
der Ranmcurve. Ein Punct . der Curve heisst doppelt, wenn in demselben 
zwei verschiedne Tangenten existieren und folglich zwei verschiedne Oscula- 
tionsebenen ; er heisst Stäletandspunct (Spitze), wenn sich in ihm drei aufein- 
anderfolgende Tangenten schneiden, oder auch vier aufeinanderfolgende 
Osculationsebenen. Ein Doppelpunct — und ebenso eine Spitze — vertritt 



*) MoNOB, Application de Panalyse ä la giomitrie, §. KU. 
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tfier Darchschnittspuncte mit jeder Osculationsebene und mit der Ebene der 
beiden Tangenten; er vertritt drei Scbnittpunote ftir jede andere Ebene, 
welche durch eine der beiden Tangenten geht, und nur zwei für jede andere 
Ebene, welche durch den Funct selbst hindurchgeht. 

Die Developpable und die Curve können andere Singularitäten höherer 
Art haben, die wir ab^r jetzt nicht in Betracht ziehen wollen. 

9. Wir schneiden die abwickelbare Fläche durch eine Ebene P; der 
entstehend! Schnitt ist dann eine Curve von der nämlichen Ordnung als 
die abwickelbare Fläche. Die Functe derselben sind die Spuren der Genera- 
trizen und ihre Tangenten die Spuren der Tangentialebenen, weil, wie schon 
früher bemerkt wurde, jede Gerade, die in einer Tangentialebene einer' ab- 
wickelbaren Fläche gezogen ist, auch Tangente dieser Fläche ist. Es folgt 
daher, dass auch die Classe des Schnittes mit der Classe der abwickelbaren 
Fläche zusammenfällt, denn die Tangenten, die sich an dieselbe durch einen 
beliebigen Punct ihrer Ebene ziehen lassen, sind die Spuren der Ebenen, 
welche von dem nämlichen Puncte ausgehend die Developpable berühren. Die 
Doppeltangenten der Schnittcurve bestehen ausser den Spuren der doppelten 
Tangentialebenen aus den Geraden der Ebene P, durch welche zwei Tan- 
gentialebenen gehen, und die Wendetangenten endlich sind die Spuren der 
Wendeebenen. 

Jeder Punct m der Baumcurve, deren Tangenten die Erzeugenden der 
developpablen Fläche sind, der in der Ebnen P liegt, ist eine Spitze des 
Schnittes. Da nämlich dieser Punct der Durchschnitt von drei unmittelbar 
folgenden Tangentialebenen ist, so müssen sich in ihm drei aufeinanderfol- 
gende Tangenten des Schnittes schneiden. Dieser Eigenschaft wegen gibt 
man der Raumcurve den Namen Rückhehrkante oder Cuepidalcurve der De- 
veloppablen. Dem entsprechend nennt man die Enveloppe der Osculations- 
ebene einer Raumcurve ihre oscuUerende Developpable. 

Die Geraden, die in der Ebene P willkürlich durch den Punct m ge- 
zogen sind, treffen in ihm die Schnittcurve in zwei zusammenfallenden Puncten, 
aber es gibt eine Gerade, die Rückkehrtangente, das heisst die Spur der 
Osculationsebene der Raumcurve in m, für welche der Punct tn drei zu- 
sammenfallende Schnittpuncte darstellt. Es trifft folglich eine willkürlich 
durch einen Punct der Cnspidalcurve gelegte Gerade dort die Developpable 
in zwei zusammenfallenden Puncten, unter diesen Geraden gibt es aber 
eine unbegrenzte Zahl, für welche dieser Punct einen dreifachen Berührungs- 
punct darstellt, und der Ort dieser Geraden ist die Ebene, welche in jenem 
Puncte die Curve osculiert. 

Schneiden sich zwei nicht unmittelbar folgende Generatrixen auf der 
Ebene P, so ist der Schnittpunct für die Schnittcurve ein Doppelpunct, weil 
diese in ihm von den Spuren der beiden Ebenen berührt wird, welche die 
abwickelbare Fläche längs jener Erzeugenden berühren. Diese Spuren sind 
die einzigen Geraden, welche in jenem Puncte eine dreifache Berührung mit 
dem Schnitte haben, während jede andere in der Ebene P durch den näm- 
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liehen Punct gezogene Gerade dort den Schnitt nur in zwei zusammenfallen- 
den Functen trifft. Alle analogen Puncte, nämlich die Durchschnittspuncte 
zweier nicht aufeinander folgenden Erzeugenden, bilden auf der abwickel- 
baren Fläche eine Curve, welche wir wegen der eben angemerkten Eigen- 
schaft die Doppdcurve oder die Knotencwrve der Developpablen nennen. Die 
Tangente der Doppelcurve in einem beliebigen ihrer Pnncte ist offenbar 
die Durchschnittsgerade der beiden Ebenen, welche in diesem Puncte die 
Developpable berühren« 

Eine Gerade also, welche willkürlich durch einen Punct der Doppel- 
curve gelegt ist, trifft dort die Developpable in zwei zusammenfallenden 
Puncten, aber unter den analogen Geraden gibt es eine unbegrenzte Zahl 
fQr welche dieser Punct drei vereinigte Durchschnittspnncte repräsentiert, und 
der Ort derselben wird von den beiden Ebenen gebildet, welche die abwickelbare 
Flache längs der Generatrixen berühren, die sich in diesem Puncte kreuzen. 

Dagegen liegen, wie schon bemerkt wurde, die Geraden, welche die 
Developpable in einem gewöhnlichen Pnncte berühren, sämmtlich in einer 
einzigen Ebene, der Tangentialebene längs der einzigen Generatriz, die durch 
jenen Punct geht, und haben mit der abwickelbaren Fläche eine zweipunctige 
Berührung. 

Ausserdem enthält der Schnitt eine Spitze in der Spur jeder stationären 
Generatrix und einen Doppelpunct in der Spur jeder Doppelgeneratriz. 

10. Es bezeichne jetzt: 

V die Ordnung der gegebenen Raumcurve, 
pi di^ Classe des osculierenden Developpablen, 
P die Ordnung dieser Fläclie oder auch die Classe der Raumcurve, 
y die Zahl der Geraden, die in einer beliebigen Ebene P liegen, 
und durch welche jedesmal zwei Tangentialebenen der Develop- 
pablen gehen, die Zahl der doppelten Tangentialebenen einge- 
schlossen, wenn es solche gibt, 
^ die Zahl der Puncte der Ebene F, durch welche jedesmal zwei 
Generatrixen der abwickelbaren Fläche gehen, also die Ordnung 
der Doppelcurve, die Zahl der Dpppelgeneratrixen eingeschlossen, 
wenn es solche gibt, 
a die Zahl der Wendeebenen und 
9 die Zahl der stationären Generatrixen. 
Nun ist der Schnitt, der durch die Ebene F in der Developpablen er- 
zeugt wird, eine Curve p-ier Ordnung und ß-ttv Classe, die ^ Doppelpuncte 
besitzt und v+6 Spitzen, y Doppeltangenten und a Wendepuncte. Also er- 
halten wir mit Hilfe der Formeln von Plückbe: 

y = p{p^\) - 2^ - 3(v+<>), 

\p = A<A-1) - 2r - 3a, 
[v + ^ — a = 3(/>-it£). 

11. Man betrachte einen beliebigen Puuct o des Raumes als Scheitel 
eines Kegels, der durch die gegebne Raumcurve geht CPerspecUvkegelJ. Die 
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Erzeugenden dieses Kegels sind die Geraden, welche vom Puncte o nach 
den Puncten der Curve gehen, und die Tangentialebenen des Kegels sind die- 

* jenigen Ebenen, die durch den Scheitel und die Tangente der Curve hin- 
durchgehen. Eine durch o gelegte Ebene schneidet den Kegel in so vielen 
Generatrizen, als die Curve Puncte in dieser Ebene besitzt. Die Ordnung 
des Kegels ist also gleich der Ordnung der Curve. Durch einen beliebigen 
Punct o' des Raumes gehen so viele Tangentialebenen des Kegels, als es 

• Tangenten der Curve gibt, welche durch die Gerade 00' geschnitten werden; 
die Classe des Kegels ist also gleich der Classe der Curve oder auch gleich 
der Ordnung der osculierenden Developpablen. 

Boppelgeneratrixen des Kegels sind die Geraden, welche den Punct 
mit den Doppelpuncten der Curve verbinden, und dann noch die Geraden, 
welche durch gehen und sich in zwei verschiednen Pnncten auf die Curve 
stützen, weil in beiden Fällen der Kegel längs derselben Generatrix zwei 
Tangentialebenen besitzt. — Ferner sind diejenigen Geraden stationäre Genera- 
trizen, welche den Scheitel mit den Spitzen der Curve verbinden. 

Ist eine durch gelegte Ebene eine Osculationsebene der Curve, so 
ist sie für den Kegel eine Wendeebene, weil sie drei aufeinanderfolgende 
Erzeugende enthält. Zieht man durch willkürlich in der Wendeebene eine 
Gerade, so zählt diese Ebene für zwei der p Ebenen, welche durch die 
Gerade gehen und den Kegel berühren; aber es gibt eine Gerade, die Be- 
rührungsgeneratrix der Wendeebene, ftir welche diese Ebene dreimal ') gezählt 
wird. Ziehen wir also in einer Osculationsebene der Curve eine beliebige 
Gerade, so zählt die Osculationsebene unter den Ebenen, welche sich durch 
diese Gerade so ziehen lassen, dass sie die Curve berühren, für zwdy aber 
es gibt eine unbegrenzte Zahl von Geraden, für welche "die Osculationsebene 
dreimal zählt. Alle diese Geraden gehen durch den Osculationspunct. 

Berührt eine Ebene, welche durch geht, die Curve in zwei verschie- 
denen Puncten m, n, so berührt sie den Kegel längs zwei Erzeugenden 
m, n und ist folglich eine doppelte Tangentialebene des Kegels. Die 
Bitangentialebene zlUüt für zwei unter den Tangentialebenen des Kegels, welche 
durch eine beliebige in der Bitangentialebene selbst durch gelegte Gerade 
gehen; sie zählt für drei^ wenn die Gerade eine der beiden Berührungsge- 
neratrixen ist. Zieht man daher in einer Bitangentialebene der Raumcurve 
eine beliebige Gerade, so zählt diese Ebene für zwei Ebenen, welche durch 
diese Gerade gehen und die Curve berühren, aber sie zählt für drei in Bezug 
auf die unbegrenzte Zahl von Geraden, die man in besagter Ebene durch 
den einen oder andern Berührungspunct ziehen kann. 

Alle analogen Ebenen, von denen eine jede die Raumcurve in zwei 
Puncten berührt oder, was dasselbe ist, zwei nicht unmittelbar folgende 
Tangenten enthält, haben zur Enveloppe eine abwickelbare Fläche, welche man 



') Dies ergibt sich ans der entsprechenden Eigenschaft der ebenen Gurren. 
JSifUeitunff, Nr. 31« 
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die doppelivmgeschriebne oder doppeUberuhreiide Developpable der Carve nennt. 
Jede dieser Ebenen berührt die Developpable längs der Geraden; welche die 
beiden* Berührangspnncte der £bene und' der gegebnen Curve mit einander 
verbindet. 

Ausserdem ist jede Ebene, welche durch eine doppelte Tangente geht 
eine Bitangentialebene des Kegels, und jede Gerade, welche durch eine Wende- 
tangente gelegt ist, eine Wendeebene des Kegels. 
12. Bezeichnen wir also durch : 

B die Zahl der Geraden, welche sich von ^nem willkürlichen 
Puncto so ziehen lassen, dass sie die Raurocurve zweimal 
treffen unter Hinzunahme der Zahl der Doppelpuncte dieser Curre, 
oder mit andern Worten die Zahl der scheinbaren und wirklichen 
Doppelpuncte; durch 
3? die Zahl der Ebenen, die durch o gehen, und zwei nicht un- 
mittelbar folgende Tangenten der Curve enthalten oder auch die 
Classe der doppeltberührenden Developpablen unter Hinzunahme 
der Zahl der bioscnlierenden Ebenen; und mit 
ß die Zahl der Spitzen der Curve, 
so ist der Ferspectivkegel, dessen Scheitel o ist, von der v-ten Ordnung, der 
^-ten Classe, er hat » Doppelgeneratrixen, ß stationäre Generatrizen, 17 Bi- 
tangentialebenen und ß-^-f^ Wendeebenen. Wir haben folglich (3): 

p SU K»'— 1) — 2« — 3A 

V = />(^-i) - 217 - ^+e\ 

^ß + ß - ß= 3(/>~v). 
Die sechs vorstehenden Gleichungen verdankt man Catlet i). Mittelst 
derselben oder anderer, die sich aus ihnen ableiten lassen, wie zum Beispiel 
die folgenden: 

«-/? = 2 (Ai~v), 

'20--«) = (ß - >)f;^+v-7), 
kann man jedesmal, wenn vier von den zehn Grössen 

V. ß, p, a, ß, /, a, f, Tj, e 
gegeben sind, die andren sechs bestimmen. Die ^gegebenen Zahlen dürfen 
aber weder p, ^, f, ß noch />, ^, 7i^ a sein, weil man aus den obigen Glei- 
chungen die folgenden Relationen herleiten kann: 

p{p-i) - 2<? = 2^ + /? = 23y + a.») 
Die vorhergehenden Betrachtungen zeigen, dass die Untersuchung dei 
Raumcurven nicht von der der developpablen Flächen getrennt werden kann. 
Man darf sagen, dass eine Developpable mit ihrer Cuspidaicurve ein einziges 



') Memoire sur lee courhes ä dotthle courhure et les surfaces diveloppables 
(Journal de Liouville, T. 10; 1845). — On a special seoßHc develapable (Quar- 
t«rl7 Journal of mathematics, T. 7; 1866). 

^ Zbutben, Sur les singularitü des courhes giomitrtques h double courhure 
(Compte rendtt, 27 juiUet 1868). 
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System bildet, in dem man Puncte (die Puncto der Curve), Gerade (die 
Tangenten der Curve oder die Generatrixen der Fläche) und Ebenen (die 
Tangentialebenen der Developpablen) zu betrachten hat. Endlich kann man 
in der nämlichen Weise, wie die Eigenschaften der Kegel sich aus denen 
der ebenen Curven mittelst des Princips der Dualität ableiten lassen, die 
Raurocurven und die abwickelbaren Flächen, die nicht Kegel sind, in Gorre- 
lation setzen, das heisst, die Eigenschaften des einen Systems, dessen Cha- 
rakteristiken 

J', ßf P, «, A r» «# ^> 7» ^ 
sind, aus den Eigenschaften des reciproken Systems herleiten, dessen Charak- 
teristiken heissen : 

ßf ^9 p* Ä ö* «. r> 'n» f» ^- 

13. Wir haben gesehen, wie die Charakteristiken des Perspectivkegels 
einer Raumcurre und eines Schnittes der Developpablen bestimmt werden 
können, wenn der Scheitel des Kegels und die Schnittebene vollständig will- 
kürlich sind. In entsprechender Weise geht man vor, wenn jener Punct 
oder jene Ebene eine specielle Lage haben. Wir wollen hier einige Bei- 
spiele geben. 

Geht die schneidende Ebene durch eine Gerade t des Systems, so ist 
der Schnitt *aus dieser Geraden und einer Curve (/f~l)-ter Ordnung zu- 
sammengesetzt. Die Classe dieser Curve ist ß wie im allgemeinen Falle. 
Die Zahl der Spitzen ist v-}-^— 2, weil die schneidende Ebene, da sie die 
Cuspidalcurve berührt, diese nur noch in andern v— 2 Puncten trifft. Die 
Formeln von Plückes lehren nun, dass die Schnittcurve a-j-l Wendepuncte, 
T^\ Doppeltangenten und ^—/o-f-i Doppelpuncte besitzt. Wir haben also 
einen Wendepunct mehr als in dem allgemeinen Falle, und dieser neue 
Wendepunct ist der Punct m , in welchem die Gerade t die Cuspidalcurve 
berührt. Dass die Gerade t die Schnittcurve im Puncte m berührt, folgt 
daraus, dass m für den vollständigen Schnitt eine Spitze sein muss. Da 
femer t der Durchschnitt zweier unmittelbar folgender Tangentialebenen des 
Systems ist, so gehen durch einen beliebigen Punct von t nur fi — 2 Tan- 
genten der Schnittcurve und durch m gehen ausser t nur noch ß — 3. Also 
ist t eine Wendetangente «für diese Curve. Im gegenwärtigen Falle hat die 
Schnittcurve nur ^^p-i^ Doppelpuncte, während die Doppelcurve ^ Puncte 
auf der schneidenden Ebene besitzen muss. Die fehlenden yo— 4 Puncte sind 
die Durchschnittspuncte der Geraden t mit der Schnittcurve. Eine beliebige 
Generatrix einer Developpablen /o-ter Ordnung trifft also />— 4 andere nicht 
unmittelbar folgende Erzengende. 

Ist die schneidende Ebene eine der Ebenen P des Systems, so ist der 
Schnitt aus einer Geraden t (der Berührungsgeneratrix der Ebene P und 
der Developpablen), die zweimal gezählt ist, und einer Curve (/9— 2)-ter Ord- 
nung zusammengesetzt. Durch einen beliebigen Punct der Ebene gehen 
weitere ju— 1 Ebenen des Systems, also ist die Schnittcurve von der (/u— l)-ten 
Classe. Die Ebene osculiert die Cuspidalcurve und schneidet sie in weitem 
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y— 3 Ptmcten; der Schnitt hat folglich v-)-^— 3 Spitzen. Aus den Formeln 
yon Plücksb ergibt sich nun, dass diese Curve a Wendepancte, y-.ß^2 
Doppeltangenten und ^—^p-^-S Doppelpnncte besitzt. In dem eben betrach- 
teten Falle, ist der Punct m, in welchem die Ebnen P die Cuspidalcurve 
oscnlierti kein Wendepunct der Schnittcurve mehr, sondern «ein einfacher 
Berühmngspnnct mit der Geraden t, weil jetzt die Zahl ^—2 der Tangenten, 
die von einem Puncto von t sich ausser t selbst an die Curve legen lassen , 
nur uro eine einzige Einheit geringer ist als die Classe derselben. Die Schnitt- 
curve hat ^— 2/>4-8 Doppelpuncte ; die Durchschnittspuncte der Geraden t 
mit der Schnittcurve sind weitere /o— 4 Puncto der Doppelcurve, aber jeder 
von ihnen muss als zwei Doppelpuncte des Gesammtschnittes gezählt werden, 
weil dieser die Gerade t zweimal enthält. In diesen />~4 Puncten wird also 
die Doppelcnrve von der Ebene P berührt. Das heisst auch, jede Ebene 
des Systems enthält /o— 4 Tangenten der Doppelcurve, und die Berührungs- 
puncto liegen auf der Geraden des Systems, welche in dieser Ebene liegt. ^) 
Die schneidende Ebene P sei eine der Wendeebenen des Systems. 
Dann repräsentiert die Gerade t im Schnitte drei zusammenfallende Gerade, 
wir haben also ausserdem eine Curve (/>— 3)-ter Ordnung. Diese ist von 
der (/Et— 2)-ten Classe, weil eine Wendeebene zwei unmittelbar folgende Ebenen 
des Systems ersetzt, und also durch jeden Punct derselben nur noch fi — 2 
andere Ebenen hindurchgehen. Die Ebene P hat mit der Cuspidalcurve 
eine vierpunctige Berührung und schneidet sie daher in weiteren v— 4 
Puncten, das heisst die Schnittcurve hat v-|-^— 4 Spitzen. Nach den Formeln 
von Plüoker hat also die Curve a— 1 Wendepuncte, /~2At+6 Doppeltan- 
genten und f~3/>+13 Doppelpuncte. Dieselbe Curve wird von der Geraden /, 
welche sie im Puncto m berührt in weitem p — 5 Puncten getroffen, von 
denen jeder dreimal unter den Doppelpuncten des Gesammtschnittes gezählt 
werden muss, weil die Gerade / als eine dreifache Gerade in diesem Schnitte 
gerechnet wird. Jede Wendeebene osculiert daher die Doppelcnrve in />— 5 
Puncten, die auf der Geraden des Systems liegen, welche sich in jener Ebene 
befindet. Auch der Punct m gehört der Doppelcnrve an, da sich in ihm 
drei auf einander folgende Gerade des Systems schneiden, und also dieser 
Punct als Durchschnitt der ersten mit der dritten Tangente betrachtet in 
der Doppelcnrve liegen muss. In diesem Puncto wird die Doppelcnrve von 
der Ebene P berührt, wie man aus einer oben gemachten Bemerkung folgert. 
Die Puncto also, in welchen die Cuspidalcurve von den Wendeebenen berührt 
wird, gehören auch der Doppelcnrve an, welche in ihnen von den nämlichen 
Ebenen berührt wird.*) 



') Dies folgt auch aus der Bemerkung, dass die Doppelcurve in einem be* 
Kebigen ihrer Puncte diejenige Gerade als Tangente hat, welche den Durch- 
schnitt der beiden Ebenen bildet, die in jenem Pnncte die Deyeloppable berühren. 
Daraus folgert sich ausserdem noch, dass die p — 4 erwähnten Tangenten der 
Doppelcurve auch Tangenten der Schnittcurve (p — 2)-ter Ordnung sind. 

*) E§ gibt noch andere gemeinschaftliche Pnncte der Cusptdal- und der 
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In analoger Weise können, "^ir die Charakteristiken der Perspectiv- 
kegel bestimmen oder sie ans dem Vorhergehenden mittelst des Princips 
der Dualität ableiten. Wir begnügen uns damit, die Resultate auszusprechen. 

Wird der Scheitel auf einer Geraden des Systems genommen, so ist 
der Perspectirkegel von der v-ten Ordnung, von der (/>— l)-ten Classe, er 
hat A«+^— 2 Inflexionsgeneratrixen, /?+l Cuspidalgeneratrixen , 7— /o4-4 Bi- 
tangentialebenen und o—l Doppelgeneratrixen. Man sieht also , dass eine 
Tangente der gegebenen Raumcurve fiir denjenigen Perspectivkegel eine Cus- 
pidalgeneratrix ist, der seinen Scheitel in einem Puncte dieser Geraden hat. 

Wenn der Scheitel ein Punct des Systems ist, so hat der Perspectiv- 
kegel die Ordnungszahl »' — l, er ist von der (/o— 2)-ten Classe, er besitzt 
ferner A*+^— 3 Inflexionsgeneratrixen, ß Cuspidalgeneratrixen, 17— 2/>-j-8 Bi- 
tangentialebenen und «— v+2 Doppelgeneratrixen. Es folgert sich hieraus, 
dass sich in jedem ganz beliebigen Puncte der gegebnen Raumcurve />— 4 
Generatrixen der doppeltberührenden Developpablen kreuzen, und dass die 
respectiven Tangentialebenen durch diejenige Gerade gehen, welche in jenem 
Puncte die gegebne Curve berührt. Diese /o— 4 Generatrixen liegen auch 
auf dem Perspectivkegel, dessen Scheitel der betrachtete Punct ist. 

Ist der Scheitel ein Rückkehrpunct ^) des Systems, so ist der Perspec- 
tivkegel von der (»'— 2)-ten Ordnung und der (/>--3)-ten Classe, er hat femer 
Ai-|-^--4 Inflexionsgeneratrixen, yS— 1 Cuspidalgeneratrixen, 7 — 3/o+l8 Bitan- 
gentialebenen und &-^2v-\-ß Doppelgeneratrixen. Man findet folglich, dass 
eine Spitze der gegebnen Raumcurve für die Röckkehrkante der doppelt- 
berührenden Developpablen ein (/>— 5)-facher Punct ist, und dass die ent- 
sprechenden p — 5 Tangentialebenen dieser Developpablen durch die Cuspidal- 
tangente der gegebnen Curve gehen. Diese Developpable wird auch von den 
Osculationsebenen der gegebnen Curve in den Spitzen berührt. 

14. Um ein Beispiel zu geben, denken wir uns eine Developpable /e-ter 
Classe gegeben, deren Tangentialebenen den Puncten einer Geraden a projec- 
tivisch entsprechen. Von welcher Ordnung ist dann diese abwickelbare 
Fläche? Nimmt man eine beliebige Gerade r, so gehen durch einen belie- 
bigen Punct m derselben fi Tangentialebenen, denen auf a eine Gruppe von 
ß Puncten t entspricht. Nehmen wir dagegen auf a einen Punct t, so ent- 



Doppelcurve ausser den Puncten, in denen die erstere von den WcDcleebenen be- 
rtthrt wird. Es sind n&mlich die Spitzen der CuspidalcurTC ebenfalls in der Doppel- 
cnrve gelegen, weil in jeder derselben sich drei aufeinanderfolgende Gerade des 
Systems schneiden. Wenn ausserdem die Tangente in einem Puncte der Caspi- 
dalcunre diese Curve noch in einem andern Puncte trifl^ der nicht unmittelbar 
Mgt, 80 ist dieser ftr die Doppelcnrve eine Spitze, weil in ihm zwei unmittelbar 
folgende Gerade des Systems von einer dritten nicht benachbarten geschnitten 
werden. 

') WAre der Scheitel ein p-facher Punct der Curve, so w&re der Perspeotir- 
kegel von der (v — ^)-ten Ordnung, weil jede Ebenft durch diesen Punct die Conre 
nur noch in v— /> andern Puncten träfe. 
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spricht diesem eine Tangentialebene, die r in einem Punete w schneidet, und 
die andern ß — 1 Tangentialebenen, die dnrch m gehen, bestimmen die andern 
/i— 1 Punete der Gruppe auf a. Es folgt also, dass, wenn m sich auf r 
bewegt, die Gruppe der Functe t auf a eine Involution At-ten Grades er- 
zeugt, die der einfachen von den Puncten t» gebildeten Punctreihe projec- 
tirisch ist. ^) Diese Involution hat 2(iU-l) Doppelpuncte, das heisst 2{fi—\) 
Gruppen, deren jede zwei zusammenfallende Punete 1 besitzt. Jeder solchen 
Gruppe entspricht auf r ein Punct, in welchem zwei der ß Tangentialebenen 
zusammen fallen, das heisst ein Punct, der entweder einer Wendeebene oder 
dem Durchschnitt zweier unmittelbar folgender Tangentialebenen angehört, 
das heisst der Developpablen. Wir haben also, a = 0, ^ = vorausgesetzt, 

P = 2(11-1), 
und man zieht nun aus den Formeln von Catlbv : 

ß = 4(At-3), 
^ (/i-l)(/i-2) 

^== 1:2 ' 

9/t«-53A* H- 80 

" = L2-' 

e = 2Ut-2)(M-3), 

10 = 2(M-1)0«- 3), . . . ») 



CAPITEL m. 

OBERFLÄCHEN BELIEBIGER ORDNUNG. 

15. Wir wollen. eine beliebige Oberfläche als den Ort aller Lagen eines 
Punctes betrachten, der sich continuierlich im Räume nach einem solchen 
Gesetze bewegt, dass eine willkürliche Gerade ein System getrennter Lagen 
des Mobils enthält. ^) 



«) JEinUkung, Nr. 21. 

*) Salmox, On the clasnficaiion 0/ curves 0/ double curvaiure (Cambridge and 
Dublin Math. Journal, T. j5; 1S50). Man sehe ausserdem den aasgeseichneten 
Treatise on the ancUytic geometry 0/ three dimensions (2d. ed. Dublin 1865) dess- 
selben Verfassers oder die deutsche Ausgabe, welche Prof. Fibdleb davon gemacht 
hat mit reichen Zusätzen. (Analytische Geometrie des Ifaumes, Leipzig 1863 — 65)« 

*) Das heisst in der Art, dass alle aufeinanderfolgende Lagen des sich be- 
wegenden Punctes von der Variation zweier unabhängiger Parameter abhängen. 
Sine Oberfläche ist folglich eine doppelt unendliche Reihe von Funeten, Es folgt 
noch, dass die zwei Flächen gemeinschafUichen Panote eine einfach unendliche 
Reibe, das heisst eine Curve bilden (6). 
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Die Oberfläche heisst von der v-ten Ordnung, wenn eine beliebige 
Gerade sie in v (reellen, imaginären, verschiednen, zusammenfallenden) Pnnc- 
ten trijSt. Hat folglich eine Gerade mehr als v Puncte mit einer Fläche 
v-ter Ordnung gemein, so liegt die Gerade vollständig auf der Fläche. 

Eine Fläche erster Ordnung ist eine Ebene. 

Eine Ebene schneidet eine Oberfläche v-ter Ordnung in einer Curve 
ebenfalls von der i^-ten Ordnung. 

Eine Gerade heisst Tangente einer Fläche, wenn sie dieselbe in zwei 
unendlich nahen Puncten triflt (zweipunctige Berührung), sie heisst eine Oe^ 
cuHerende, wenn sie dieselbe in drei oder mehr unmittelbar folgenden Puncten 
schneidet (dreipunctige, . . . Berührung). 

16. Durch einen Punct m einer gegebenen Oberfläche ziehe man zwei 
Gerade r, r', die in ihm die Fläche berühren mdgen. Die Ebene rr* schneidet 
die Fläche in einer Curve l die in m eine doppelte Berührung sowohl mit 
r als mit r' hat. Es ist folglich m ein Doppelpunct für die Curve / *)• ^^^ 
Geraden also, die in der Ebene rr' durch m gezogen werden können, haben 
in diesem Puncte eine zweipunctige Berührung mit /, das heisst, sie sind Tan- 
genten der Fläche. Unter ihnen gibt es nur zwei, die Tangenten an die 
beiden Zweige von l, welche in m eine dreipunctige Berührung mit l ein- 
gehen und also auch mit der Fläche. Wir nAinen sie die Osculierenden im 
Puncte m. ') Jede Ebene, die durch eine dieser Geraden gelegt ist, schneidet 
die Fläche in einer Curve, die in m eine dreipunctige Berührung mit dieser 
Geraden hat, das will sagen, in einer Curve, für welche m ein Wendepunct 
und die Gerade eine Wendetangefite ist. 

Die beiden Osculierenden sind reell oder imaginär, jenachdem m für / 
ein wirklicher Knotenpunct oder ein conjugierter Punct ist. Im ersten Falle 
heisst m ein hyperbolischer Punct, im zweiten Falle ein eUiptischer. Ist m 
eine Spitze für die Curve /, so fallen die beiden Osculierenden in eine ein- 
zige Gerade zusammen, und m heisst ein paraboliecher Punct, *) 

Im Allgemeinen liegen alle Tangenten der Oberfläche im Puncte m in 
der Ebene rr*, das heisst, eine durch m ausserhalb dieser Ebene gelegte 
Gerade hat dort im Allgemeinen nur einen einzigen Punct mit der Fläche 
gemein. *) Verhielte es sich aber mit einer so gezogenen Geraden r" anders, 
so hätte dies für jede andere Gerade r"' ebenfalls statt, die durch m geht. 
In der That, hat r" in m einen zweipunctigen Contact mit der Fläche, so 
schneidet die Ebene r" r'" die Fläche in einer Curve, welche in m von r" 
berührt wird und auch von der Durchschnittsgeraden der beiden Ebenen 



1) MfUeitunff, Nr. 31. 

*) Inßexional tangents nach SaLmon, JEfaupttangenten nach Clbbbch. Enth&lt 
die Fl&che eine Gerade, so ist diese eine Osoulierende für Jeden ihrer Puncto. 

') In einer Developpablen, die Kegel eingeschlossen, sind alle Puncte parabo- 
lisch. Die Osculierenden fallen mit den Erzeugenden zusanunen. 

*) DupiH, Diveloppemeni de g6om4trie, Paris 1813| p. 59. 
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r"r'" und rr', also auch durch r'". Unter dieser Vorausseteung haben 
also alle durch m gelegte Geraden in ihm einen zweipunctigen Contact mit 
der Fläche, und alle Ebenen durch m schneiden die Fläche in Curven, die 
in m einen Doppelpunct haben. Diese Sache findet aber nur in singulären 
Functen der Fläche statt. 

Die Ebene rr^, in der alle Gerade, welche die Oberfläche in einem 
gewöhnlichen Puncte m berühren, enthalten sind, heisst die Tangentialebene 
der Fläche in m. Eine Tangentialebene in einem beliebigen Punct einer 
Fläche schneidet daher diese in einer Curve, die zwei reelle oder imaginäre 
Zweige besitzt, welche sich im Berührongspuncte durchkreuzen. *) 

Mann kann auch sagen, dass die Tangentialebene der Fläche in m der 
Ort der Geraden ist, welche in ihm die auf der Fläche gezogenen Linien 
berühren. 

Cla98€ der Oberfläche nennen wir die Zahl der Tangentialebenen, die 
man durch eine beliebige im Baum gegebene Gerade legen kann. 

17. Wenn drei .Gerade, die nicht in derselben Ebene liegen, und damit 
auch alle Geraden durch m, dort die Fläche in zwei zusammenfallenden 
Puncten treffen, so heisst tn ein Doppelpunct für diese Fläche. Jede durch 
ihn gelegte Ebene schneidet die Fläche in einer Curve, für welche er ein 
Doppelpunct ist ; die Tangenten an die beiden Zweige haben mit der Curve 
eine dreipunctige Berührung. Es gibt daher eine unbegrenzte Zahl von Ge- 
raden, die im Doppelpuncte m einen dreipunctigen Contact mit der Fläche 
haben, und der Ort derselben ist ein Kegel zweiter Ordnung (1). Jede 
Tangentialebene dieses Kegels schneidet die gegebene Fläche in einer Curve, 
für welche m eine Spitze bildet. Wir werden im Folgenden zeigen, dass 
es sechs Erzeugende dieses Kegels gibt, von denen jede in m eine vier- 
punctige Berührung mit der Fläche hat. 

Es kann sich ereignen, dass der Kegel «ich in zwei Ebenen F, Q auf- 
löst. In diesem Falle sind die Osculierenden diejenigen Geraden, welche 
durch m gehen und in F oder Q liegen. Die Ebenen, welche durch die 
Gerade FQ gehen, schneiden die Fläche in Curven, für welche m eine 
Spitze ist. Der Schnitt, den jede der Ebenen P, Q macht, ist eine Curve 
mit einem dreifachen Puncte in m. Dies ist sogleich klar, wenn man be- 
achtet, dass jede Gerade, die durch m geht und in einer dieser Ebenen liegt, 
die Oberfläche und folglich auch die Curve in drei Puncten schneidet, die 
sämmtlich mit m zusammenfallen. Die Tangenten an die drei Zweige sind 
ebensoviele Gerade, die in m mit der Fläche einen vierpunctigen Contact 
besitzen. 

Es kann femer vorkommen, dass die Ebenen P, Q in eine einzige zu- 
sammenfallen, die dann die einzige ist, welche die Fläche in einer Curve 



^) PlQcii CR, Ueber die allgemeinen Gesetze, nach welchen irgend ztoei Flächen 

einen Contact der venchiedenen Ordnungen haben, (Crelles Journal, Bd. 4; 1829. 

S. 359). 

Cbemoxa, OberflScben. 2 
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mit dreifachem Puncte m schneidet. Jede Ebene durch m gibt in diesem 
Falle eine Curve mit einer Spitze in diesem Pancte. 

Um diese drei Arten von Doppelpuncten zu unterscheiden^ pflegt man 
sie conischen Fund, Biplanarptmct, Uniplanarpunct zu nennen. *) 

Man kann noch ^veitere Verschiedenheiten des Biplanarpunctes unter- 
scheiden, je nachdem eine oder zwei oder drei Gerade, die einen vierpunc- 
tigen Contact mit der Flache haben, mit der Durchschnittsgeraden der beiden 
Tangentialebenen zusammenfallen ; und ebenso des Uniplanarpunctes, je nach- 
dem die drei Geraden mit vierpunctigem Contact verschieden sind oder zu- 
sammenfallen. *) 

18. Eine Fläche kann auch dreifache, vierfache, . . . , beliebig vielfache 
Puncte haben. Ein Punct m heisst /o-fach, wenn eine beliebig durch m ge- 
legte Gerade in ihm die Fläche in p zusammenfallenden Puncten schneidet. 
Jede durch m gelegte Ebene schneidet dann die Fläche in einer Curve mit 
einem /'-fachen Punct in m, und die Tangenten an die p Zweige haben dort 
eine (/t>+l)-punctige Berührung mit der Fläche. Es gibt folglich eine un- 
begrenzte Zahl von Geraden, die mit der Fläche eine Oo-t-l)-punctige Berüh- 
rung in m haben, und der Ort derselben ist ein Kegel p-ter Ordnung. Wir 
werden später zeigen, dass p(p-\^ 1) Erzeugende dieses Kegels mit der Fläche 
eine (/9-]-2)-punctige Berührung haben. Der Kegel kann in gewissen Fällen 
in Kegel niederer Ordnung zerfallen oder auch in p Ebenen, die noch von 
einander verschieden sein können, oder zum Theil oder sämmtlich zusammen- 
fallen, und so vielerlei Arten von p-f&chen Puncten Entstehung geben. 

Eine Fläche kann aber niemals einen vielfachen Punct haben, dessen 
Grad der Multiplicität die Ordnung derselben übersteigt, denn in solchem 
Falle würde jede Gerade, die durch diesen Pnnct ginge, mehr Puncte mit 
der Fläche gemein haben, als deren Ordnungszahl zulässt, das heisst, sie würde 
vollständig auf der Fläche liegen. 

Hat eine Oberfläche v-ter Ordnung einen v-fachen Punct a, so ist sie 
nothwendigerweise ein Kegel mit dem Scheitel in o. Denn es würde jede 
Gerade, welche mit einem andern Puncte der Fläche verbindet, vollständig 
auf derselben liegen, da sie v-]-l Puncte mit derselben gemein hat.') 



*) Der Scheitel eines Kegels zweiter Ordnung, ein beliebiger Punct der Doppel- 
curve und ein beliebiger Punct der Cuspidalcurve einer Developpablen sind Bei» 
spiele dieser drei Arten von Doppelpuncten. 

*) ScHLAEPLT, On the distribuHon 0/ sur/acea of the third order into species 
(Philosophical Transactions, 1863) p. 198. 

^ Welche Zahl von Bedingungen bestimmt eine Oberfl&che v-ter Ordnung? 

£s sei $p^i ^^^ Zahl der Bedingungen, die erftlllt sein müssen, damit die 

Fläche einen (p — l)-fachen Punct m hat. Die Geraden, die in m einen p-hchen 

(«_!)(« j-2) 
Contact haben, bilden dann einen Kegel (/>-— l)-ter Ordnung, der durch ^-5 

Erzeugende indiyidualisiert wird. Wenn man folglich festsetzt, die Oberfl&che solle 
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Eine Oberfläche kann auch vielfache Linien haben, das heisBt Linien, von 
denen alle Puncte vielfache Puncte der Fläche sind. ^) So haben wir zum Beispiel 
schon gesehen, dass eine Developpable im Allgemeinen eine Doppelcurv^ und 
eine Cuspidalcurve hat. Besitzt eine Fläche eine /»-fache Curve i^-ter Ord- 
nung und eine Cuspidalcurve v'>ter Ordnung, so hat der Schnitt, den eine 
beliebige Ebene auf der Fläche bewirkt, eine Zahl von v /»-fachen Puncten 
und V Spitzen. Eine Fläche v-ter Ordnung, die nicht der Complex mehrerer 
Oberflächen niederer Ordnung ist, kann keine Doppelcurve besitzen, deren 

(v l)(v— 2) 

Ordnungszahl grösser wäre als r-5 , da eine ebene Curve nicht mehr 

als diese Zahl von Doppelpuncten haben kann, ohne in Curven niederer Ord- 
nung zu zerfallen. *) 



in m mit Tq + 1 beliebig durch m gelegten Geraden, die nicht auf 

einem Kegel (/>—l)-ter Ordnung liegen, eine /t>-punctige Berührung haben, so wird 

m ein /o-facher Punct. Daraus folgt, dass f = f >)— 1 + Tö 4" 1» *^^*' 

$ == r-q^ö ist. Hat aber eine Fl&che v-ter Ordnung einen v- fachen 

Pnnct, so ist sie ein Kegel, der, sobald der Scheitel gegeben ist, dorch — r-ö~ 

Bedingungen bestimmt ist Daher ist die Zahl der Bedingungen, die eine FlAche 
v-ter Ordnung bestimmen: 

Wv-fl)(v-i-2) v(v+3) _ v(v«+6v+ll) _ (v+l)(v.f2)(v-f3) 

1.2.3 "^ 1.2 ~" 1.2.3 — 1.2.3 ^' 

Diese Zahl bezeichnen wir im Folgenden durch das Symbol It(v). In der 
That ist D[(v)-|-1 genau die Zahl der Coefficienten in einem volIstAndigen Polynom 
v-ten Grades zwischen drei Variablen. 

^) Eine Curve ist /9-fach, wenn sich in derselben p Schalen der Oberfläohe 
schneiden, und diese hat folglich in jedem Puncte der /i-fachen Linie p Tangen- 
tialebenen, das hcisst, der Ort der Geraden, welche in diesem Puncte einen (p-^-l)- 
fachen Contact mit der Fläche haben, ist ans p Ebenen gebildet. Hat also 
eine Fläche v-ter Ordnung z. B. eine Doppelgerade r, so ist jeder Punct derselben 
ein Biplan arpunct. Eine beliebig durch r gelegte Ebene P schneidet n&mltch die 
FUche in einer Cunre (v — 2)*ter Ordnung, die (v — 2) Puncto mit r gemein hat. 
Es sei a einer dieser Puncto. Jede Gerade durch a in der Ebene P gezogen hat 
dort drei zusammenfallende Puncte mit der Fläche gemein, folglich zerfällt der 
Osculatjonskegel in a in zwei Ebenen, deren eine F ist. Legen wir nun durch 
a eine beliebige Ebene j&, so sobneidet diese die Fläche in einer Curve mit 
Doppelpunct in a ; eine der respectiven Tangenten i»t die Gerade PJSy die 
andire bestimmt sich als Durchschnitt von E und der zweiten Tangentialebene P* 
der Oberfläche in a. Die Ebenen P, P* sind derart verbunden, dass jeder Lage 
der einen v— 2 Lagen der andern entsprechen, folglich finden 2(v— 2) Lsgcn statt, 
flLr welche P, F zusammenfallen (Einleitung, Nr. 83)» es gibt also 2(v~2) Uni- 
planarpuncte auf der Doppelgeraden r. 

*J Einleitung, Nr. 35. 

2* 
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Hat ein Kegel ausser seinem Scheitel o noch einen andern /o-fachen 
Punct hf so ist die Gerade ob eine /'-fache Gerade. Dies ist augenschein- 
lich; wenn man beachtet, dass der durch eine Ebene, die beh'ebig durch 
ob gelegt ist, entstehende Schnitt in b einen /o-fachen Punct haben rnnss, 
und dass ausserdem der Kegel aus Geraden besteht, die sämmtlich in o zu- 
sammenlaufen, dass also p dieser Geraden mit otf zusammenfallen. 

19. Wir haben gesehen, dass die Tangentialebene einer Fläche in einem 
gewöhnlichen Puncte derselben die Fläche in einer Cunre schneidet, für 
welche der Berührungspunct ein Doppelpunct ist. Schneidet umgekehrt eine 
Ebene die Fläche in einer Curve mit Doppelpunct in m, und ist dieser kein 
Doppelpunct der Fläche *), so berührt die Ebene die Flache in m, weil 
alle Geraden, die in der Ebene durch m gehen, dort einen zweipunctigen 
Contact mit der Curve also auch mit der Flache haben. 

Aber es besteht ein weit allgemeineres Theorem. Haben zwei be- 
liebige Flächen einen gemeinschaftlichen Punct m und in ihm dieselbe Tan- 
gentialebene, das heisst, berühren sich die beiden Flächen im Puncte m, so 
schneidet jede Ebene, die durch diesen Punct geht, die beiden Flachen in 
zwei Linien, die sich in m berühren; diese Ebene hat also in m mit der 
Durchschnittscurve der beiden Flächen eine zweipunctige Berühn^ig, das 
heisst soviel, als, die Curve hat in m einen Doppelpunct '). Die gemein- 
schaftliche Tangentialebene schneidet beide Flächen in Curven, die in m einen 
Doppelpunct besitzen, und hat folglich dort eine vierpunctige Berührung mit 
der Durchschnittscurve beider Flächen. In dieser Ebene liegen die Tan- 
genten an die beiden Zweige der Curve, und diese beiden Geraden haben 
jede, wenn man durch sie eine schneidende Ebene legt, mit der Schnittcurve 
eine dreipunctige Berührung in m, das heisst, die Schnitte der beiden Flächen 
osculieren sich in diesem Puncto. Fallen beide Tangenten zusammen, das 
heisst, hat die Curve im Puncte m eine Spitze, so sagt man, die beiden 
Flächen haben eine stationäre Berührung. 

Gäbe es in der Tangentialebene durch m noch eine dritte Gerade, so 
dass die durch selbe gelegten Ebenen die beiden Flächen in Curven schnitten, 
die sich osculierten, so hätte die Schnittcurve beider Flächen in m einen 
dreifachen Punct, folglich hätte jede Ebene durch m in ihm einen dreipunc- 
tigen Contact mit der Curve, dass heisst, sie schnitte die beiden Flächen in 



') So schneidet zum Beispiel eine Ebene, die durch eine Generatrix einer 
Developpablen ^-ter Ordnung geht, diese Flache in der Erzeugenden und einer 
Curve (/o— l)-tcr Ordnung, welche von der Geraden in eidem Puncte osculierl 
wird und in /o— 4 andern Puncten gcs^cbnitten. Aber diese Puncte sind Iftine 
wirklichen Beruh rungspuncte. Der erste gehört der Cuspidalcurve, die andern 
der Doppelcurve an. 

') Hat umgekehrt die gemeinschaftliche Curve zweier Flächen einen Doppel- 
punct, der weder fiir die eine noch die andere Fläche ein Doppelpunct Ui, so 
berühren sich die beiden Oberflächen in diesem Puncte. 
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Curven, die sich osculiereo. In diesem Falle sagt man, die beiden Flächen 
osctdieren sich in m. *) Sie haben in m die beiden Osculierenden gemein, 
und die Tangentialebene hat in diesem Puncte, da sie beide Flächen in 
Carven mit Doppelpunct in m und denselben Tangenten in diesem Puncte 
schneidet, einen sechspunctigen Contact mit der Durchschnittscurve beider 
Flächen. Die Tangenten an die drei Zweige dieser Curve sind die Geraden, 
durch welche die Ebenen gehen, welche die Flächen in Curven mit vier- 
punctigem Contact in m schneiden. 

20. Zwei Flächen von den Ordnungen v,v' werden von einer willkür- 
lichen Ebene in zwei Curven geschnitten, welche i/u' Puncte gemein haben. 
Beide Flächen schneiden sich also in einer Curve w'-ter Ordnung. ') Da die 



') Im Allgemeinen sagt man, zwei Fl&chen haben in einem Panete m einen 
Contact der Ordnung p, wenn eine willkürliche Ebene, die durch m geht, dieselbe 
in Ewei Curven schneidet, die dort eine (/o-|-l)-punotige Berührung haben. Die 
Durchschnittscurve beider FiKchen hat dann in m einen (/o-|~l)-^i^chen Punct 
(Plückeb, a. a. 0, S. 351 •) Man sieht leicht, dass, wenn eine Flftche mit einer 
andern gegebenen Fl&che eine Berührung /7-ter Ordnung in einem ebenfalls gegebe- 
nen Puncte eingehen soll, dies dasselbe ist, als ob sie durch i ü 

1.2 

(hier unendlich nahe) Puncte gehen müsste. 

') Durch die Curve der Ordnung v', Durchschnitt zweier Fl&chen v-ter Ord- 
nung, 'geht eine unbegrenzte Zahl anderer Fl&cben derselben Ordnung. Dies be- 
weist man, indem man beachtet, dass entweder die gleiche Eigenscbafl für die 
Curve Platz greift, die aus dem Durchschnitt beider Flächen durch eine beliebige 
Ebene entsteht, oder auch, dass, wenn ^=0, F== die Gleichungen dieser Flächen 
sind, die Gleichung U-^XV = für jeden Werth des Parameters X eine Fläche 
repräsentiert, welche durch sämmtliche gemeinschaftliche Puncte der beiden ge- 
gebenen hindurchgeht. 

Wir haben anderwärts (18) bewiesen, dass eine Fläche v-ter Ordnung durch 
]|(v) Bedingungen gegeben ist Durch jtl(v) beliebig im Kaume gegebene Puncte 
geht also eine Fläche v-ter Ordnung, aber auch nur eine einzige, weil, sobald 
durch diese Puncte zwei Flächen dieser Ordnung gingen, in Gemäss der eben 
bemerkten Eigenschaft, sich eine unbegrenzte Zahl anderer ebenfalls durch die- 
selben beschreiben liessen. 

Durch ]I(v)— 1 gegebene Puncte lässt sich eine unbegrenzte Zahl von Flächen 
v-ter Ordnung legen« von denen zwei sich in einer Curve v*-ter Ordnung schneiden, 
die durch alle jene Puncte geht. Durch diese Curve gehen unzählig viele andere 
Flächen derselben Ordnung, nämlich die, welche die gegebenen Puncte enthalten. 
Also haben wir den Satz: 

Alle Flächen V'ler Ordnung, welche durch tt(y)~l beliebig gegebene Puncte 
gehen, schneiden sich auf einer und derselben Curve u^-ter Ordnung, 

oder auch: Xi(y)^\ beliebig gegebene Puncte bestimmen eine Curve der v^-ten 
Ordnung, durch die eine unbegrenzte Zahl von Flächen v-ter Ordnung geht. 
Plückeb, Hecherches sur les sur/aces algibriques de tous les degrds (Annales de 
Math^matiques par Gergonne, T. 19; 1S28--1829). 

Der Complex aller Flächen v-ter Ordnung, die durch dieselbe Curve v'-ter 
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Tangente dieser Gurve in einem beliebigen ihrer Puncte dort beide Flächen 
berühren muss, so ist sie der Durchschnitt der Ebenen, welche in demselben 
Puncte beide Flächen berühren. Die Doppelpuncte der Gurve sind, wenn 
sie nicht Doppelpuncte für eine der beiden Flächen sind, Bcrührungspuncte 
derselben. Schneiden sich die Flächen in zwei getrennten Gurven, so 
ist jeder gemeinschaftliche Punct dieser Gurven ein Berührungspunct der 
Flächen. 

Ist ein gemeinschaftlicher Punct zweier Flächen für die erste ein iO-facher 
für die zweite ein />'-facher Punct, so ist er für die beiden Flächen gemein- 



Ordnung gehen, heisst ein FlächenbilMchel v-ter Ordnung, Durch einen beliebig 
im Baum gegebenen Punct geht nur eine Fläche des Büschels. Ist umgekehrt 
ein Complex ron Flächen v-ter Ordnung tt(y) — 1 gemeinschaftlichen Bedingungen 
unterworfen und so beschaffen, dass durch einen willkürlichen Punct des Baumes 
nur eine Fläche geht, so ist die Curve, die zweien Yon ihnen gemein ist, allen 
gemein, und der Complex bildet ein Büschel. Die Tangente der BasU-Curvet 
gemeinschafdiche Cur^e aller Flächen des Büschels, in einem beliebigen ihrer 
Puncte liegt in der Tangentialebene jeder Oberfläche des Büschels ; also gehen die 
Ebenen, welche die Flächen eines Büschels in demselben Puncte t der ßasis- 
Cunre berühren, durch ein und dieselbe Gerade t, das heisst, sie bilden ein Ebenen- 
büschel. Jeder Fläche des Büschels entspricht eine Tangentialebene, ebenso ent- 
spricht umgekehrt jeder Ebene durch t eine Fläche des Büschels, nämlich diejenige 
Fläche , welche durch einen Punct der Ebene geht , der unmittelbar benachbart t 
ist, aber ausserhalb t liegt Wir sagen deshalb, das Flächenbüschel und das Büschel 
der Tangentialebenen sind projoctivisch, und wir verstehen unter Doppelverhältniss 
von vier Flächen des Büschels das Doppelyerhältniss der vier entsprechenden Tan- 
gentialebenen in einem beliebigen Puncte der Basisourve. Zwei Flächenbüschel 
kann man projeciivisch nennen, wenn das Büschel der Tangentialebenen in einem 
Puncte der Basiscurve des ersten Büschels dem Büschel der Tangentialebe- 
nen in einem Puncte der Basiscunre des zweiten Büschels projectivisch ist, oder 
auch, wenn die Flächen des ersten Büschels eindeutig den Flächen des andern 
Büschels entsprechen. 

Ein Flächenbüschel wird offenbar durch eme Ebene in Curven geschnitten, die 
ein Büschel bilden. 

Man kann ferner leicht die Zahl der Puncte finden, welche die Gurre Vii/s-ter 
Ordnung bestimmen, die den Durchschnitt zweier Flächen der vi-ten und vc-ten 
Ordnung bildet, vi>>y2 vorausgesetzt Die beiden Flächen seien Fi^F^ und es 
sei F eine beliebige Fläche von der Ordnung vi—vt. Die Gurre Vi*-ter Ordnung 
in welcher die Fläche Fi das System der Flächen Ft F schneidet , ist die Basis 
eines Büschels vi^ffit Ordnung, man kann also durch sie und durch einen andern 
beliebig im Baume gewählten Punct eine neue Fläche vi-ter Ordnung legen. F 
kann aber, da sie ganz willkürlich ist, tt(vi— v«) Bedingungen genügen, folglich 
kann man durch die Curve Fi Fi und durch Hivi-^yt)^! Puncte eine Fläche 
vi-ter Ordnung legen. Aber eine Fläche dieser Ordnung ist durch X((vi) Bedingungen 
gegeben, folglich enthalten alle Flächen Vi-ter Ordnung, die durch U {vi)^U(vi — vt) — 1 
beliebige Puncto der Curve viV2-ter Ordnung gehen, diese vollständig. Diese 
Curve ist also durch obige Zahl von Bedingungen gegeben. Jacobi, De retcUvo- 
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schaftliche Curve ein ^^'-facher Funct. Denn eine beliebig durch ihn ge- 
legte Ebene schneidet beide Flächen längs zweier Gurven, die in diesem 
Puncto bezüglich p und p' sich kreuzende Zweige besitzen und also 
dort pp' zusammenfallenden Puncten haben. Ware der gemeinschaftliche 
Funct für beide Flächen ein /o-facher Punct, und hätten beide daselbst den 
nämlichen Osculationskegel; das ist den Ort der Geraden, welche dort die 
Fläche in /o-f-l unmittelbar folgenden Puncten treffen, so hätten beide Schnitt- 
linien den /9-fachen Punct und die p Tangenten gemein also auch p'^-\-p zu- 
sammenfallende gemeinsame Puncto; es wäre folglich dieser Punct für die 
beiden Flächen gemeinsame Curve ein /'(/>H~l)-f&cher Punct. 

Wenn zwei Flächen sich berühren, sich osculieren, . . . längs einer 
Curve, das beisst in allen Puncten einer Curve, so muss diese zweimal, 
dreimal, ... bei den vollständigen Durchschnitt gezählt werden. Das ist 
klar, wenn man beachtet, dass eine beliebige Transversalebene beide Flächen 
in Curven schneidet, die unter sich soviele zweipunctige, dreipunctige, ^ . . 
Contacte haben, als die Ordnung dieser Curve gross ist. 

Ist eine Curve für eine Fläche eine ^-fache Curve und für eine andere 
Fläche /o'-fach, so muss man sie bei der Durchschuittscurve beider Flächen 
/'/>'-mal zählen. 

21. Nimmt man als für sich klar an, dass die Zahl der Puncte, 
in denen eine Curve v-ter Ordnung von einer Fläche i^'-ter Ordnung ge- 
schnitten wird, nur von den Zahlen v und v' abhängt, so kann man schliessen, 
dass die Fläche die Curve in w' Puncten schneidet, weil dies die Zahl der 
Dnrchschnittspuncte wäre, im Falle die zweite Oberfläche aus v' Ebenen 
zusammengesetzt wäre. Es folgt daraus, dass, wenn eine Curve v-ter Ord- 
nung mehr als ^v' Puncte mit einer Fläche »''-ter Ordnung geraein hat, 
dieselbe vollständig auf der Fläche liegt. 

Ist ein Punct für die Curve ^-fach, für die Fläche /o'-fach, so zählt er für 
pp' Durchschnittspuncte. So trifft zum Beispiel ein Kegel ^'-ter Ordnung, 
dessen Scheitel in einem /o -fachen Punct einer Curve v-ter Ordnung liegt, 
diese letztere in noch weiteren vp'—pp' Puncten. Der Perspectivkegel der 
Curve nämlich, der seinen Scheitel in diesem Puncte hat (13), ist von der 
(v— */>)-ten Ordnung und schneidet folglich den ersten Kegel längs p'(v—p) 
Generatrixen. 



nilnu, qxMe locum habere debent inter puncta interseciionis etc. (Grelles Journal, 
Bd. 15; 1836). 

So ist Bum. Beispiel eine ebene Cur?e v-ter Ordoang durch "^ Puncte 

1 • ^ 

bestimmt; die Durchschnittscurre einer QuadriflAehe mit einer Fläche v-ter Ord- 
nung ist bestimmt durch v(v-f-2) Puncte; die Durchschnittscurre einer cubischen 
Fl&che, das beisst einer Fläche dritter Ordnung, mit einer Fläche v-ter Ordnung 

ist bestimmt durch p-^ — Puncte; u. s. w, 

1 • « 
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Man sagt eine Curve wnd eine Fläche haben einen zweipunctigen Contcict, 
wenn sie zwei unendlich nahe Puncte gemein haben, das heisst, wenn eine 
Gerade sie beide in demselben Puncte zweipunctig berührt; sie haben femer 
einen dreipuncttgen Contact, wenn sie drei unendlich nahe Puncte gemein 
haben, das heisst, wenn eine Ebene die Curve in demselben Puncte oscu- 
liert, in dem sie die Fläche berührt; u. s. w. 

Der Durchschnitt zweier Flächen vi-ter und v2-ter Ordnung ist eine 
Curve vivt-ter Ordnung, welche mit einer Fläche vs-ter Ordnung viViVs 
Puncte gemein hat. Drei Flächen von den Ordnungen vi, V2, v^ haben daher 
viVffVs gemeinschaftliche Durchschnittspuncte. ^) 

Hätten drei Flächen einen gemeinschaftlichen Beriihrungspunct, so zählte 
dieser als vier Durchschnittspuncte. Denn die Curve, die den beiden ersten 
Flächen gemein ist, hat mit der gemeinschaftlichen Tangentialebene und 
also auch mit der dritten Fläche eine vierpunctige Berührung. 

• 22. Zwei Flächen v-ter und v'-ter Ordnung mögen eine Berührung (/>— l)-ter 
Ordnung längs einer Curve ß-ier Ordnung haben, dann schneiden sie sich ausser« 
dem noch in einer Curve (yv'—pfiytev Ordnung. Eine Fläche der y"-ten Ordnung, 
die mit der ersten Curve im Puncte o eine ^-punctige Berührung hat, schneidet 
diese in andern w";»— ö-Puncten, und trifft die zweite Curve in v"(vv'— /oAt)Puncten- 
Folglich haben die beiden Curven, in denen die dritte Fläche die beiden ersten 
schneidet, v"ß'^a ^-punctige Contacte und v"(yv*^pfj) einfache Durch- 
schnittspuncte. Da nun die gemeinschaftlichen Puncte dieser Cur^en die- 
jenigen sind, in welchen sich die drei Flächen schneiden, so haben die Cnrven 

vv'v" — /?(v"j£i— o") — v"(»/j>' — pii)i=±pa 
aufeinanderfallende Durchschnittspuncte in a: das heisst die beiden Curven 
haben in o einen /xr-punctigen Contact. *) 

Der Satz lässt sich nicht anwenden, wenn /x = l und v'' = l ist. Eine 
Developpable v-ter Ordnung wird zum Beispiel von einer ihrer Tangential- 
ebenen längs einer Generatrix berührt und von derselben in einer Curve 
(v — 2)-ter Ordnung geschnitten, welche die Generatrix in einem Puncte a 
berührt und sie in andern v— 4 Puncten schneidet. Eine andere Ebene, die 
auch durch die Generatrix geht, schneidet die abwickelbare Fläche in einer 
Curve der (v — l)-ten Ordnung, die in a mit der Generatrix v— 1 •— (w— 4) 
Puncte gemein hat, das heisst, diese Curve wird durch die Generatrix oscu- 
liert, wie wir schon anderweitig gesehen haben (13). 



1) Dies entspricht dem analytischen Factum, dass drei algebraischen Gleichungen 
des yi-t6n, va-ten, vs-ten Grades ewischen drei Variablen gleichzeitig durch ViVii/g 
Systeme von Werthen dieser Unbekannten genügt wird. 

«) DüPiN, V^^oppemenii, p. 231. 
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OBERFLÄCHEN ZWEITER ORDNUNG. 

23. Eine Fläche heisst von der zweiten Ordnung, oder eine Quadri- 
fläcke (15), wenn eine beliebige Gerade sie in zwei (reellen, imaginären, ge- 
trennten, zusammenfallenden) Puncten trifft, oder auch, wenn eine beliebige 
Ebene sie In einem Kegelschnitt oder einer Linie zweiter Ordnung (die reell 
oder imaginär sein kann) schneidet. 

Hat eine Gerade mit der Fläche dfei Pnncte gemein, so liegt sie yoll- 
standig auf derselben, und eine Fläche enthält also die beiden Geraden voll- 
ständig, welche sie in einem beliebigen Puncte m (Iß) osculieren. Diese 
Geraden bilden den Durchschnitt der Fläche mit der Tangentialebene in m, 
da eine Curve zweiter Ordnung mit einem Doppelpunct sich nothwendiger- 
weise in zwei (reelle, imaginäre, getrennte, zusammenfallende) Gerade ^, g' 
auflöst. 

Wir nehmen zuerst an, die Geraden g, g' fielen zusammen. In diesem 
Falle berührt die Ebene die Fläche in allen Puncten der Gerade g. Eine 
andere durch g gelegte Ebene schneidet die Fläche in eine!^ neuen Geraden, 
welche die erste in einem Puncte b schneidet, der für die Fläche ein Doppel- 
punct ist, da diese in ihm von beiden Ebenen berührt wird (17). Aber 
eine Fläche zweiter Ordnung mit einem Doppelpunct ist ein Kegel mit dem 
Scheitel in diesem Puncte (18), und es fallen daher in jedem Puncte m die 
beiden Geraden g, g' in eine einzige zusammen. Hieraus folgert sich : Hat 
eine Qnadrifläche einen parabolischen Punct, so sind alle andern Puncte der- 
selben ebenfalls parabolische Puncte, und die Fläche ist ein Kegel. 

24. Es seien jetzt die Geraden g^ g'^ die dem Puncte m zugehören, beide 
reell und von einander verschieden. Eine Ebene, welche durch g gelegt ist 
und durch einen beliebigen Punct tt der Fläche, schneidet diese längs einer 
neuen Geraden h\ die durch n geht; und die Tangentialebene in n, die schon 
die Gerade h* enthält, enthält ausserdem noch eine zweite Gerade A, die 
durch n geht und auf der Fläche liegt. Hat folglich eine Quadrifläche einen 
hyperbolischen Punct, so sind ihre sämmtlichen Puncte hyperbolisch. Wenn 
daher eine Quadrifläche eine reelle Gerade enthalt, so liegen auf ihr auch 
noch eine unbegrenzte Zahl anderer und, den Fall ausgenommen, dass die 
Fläche ein Kegel ist, gehen durch jeden Punct derselben zwei Gerade. 

Lassen wir, wie früher, um die Gerade g eine Ebene rotieren, so haben 
wir für jede Lage dieser Ebene eine Gerade h', die g in einem Puncte 
trifft, in welchem die Ebene die Fläche berührt. Dieser Punct ist für zwei 
Lagen der Ebene nicht mehr derselbe, also aueh nicht für zwei Gerade A', 
weil die Fläche, da sie kein Kegel ist, nicht drei' Gerade zulässt, welche 
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auf ihr liegen und in demselben Pnncte zusammen laufen. Daraus, dass 
zwei Gerade h' die Gerade g in verschiedenen Puncten treffen, folgt, dass 
sie niemals in dieselbe Ebene fallen können. Wir sagen, dass alle diese Ge- 
raden h*, zu denen auch g' gehört, dn System geradliniger GenercUrixen der 
Fläche bilden. 

Lassen wir jetzt ebenso eine Ebene um g* rotieren, so erhalten wir 
analog ein anderes System geradliniger GenercUrixen derselben Fläche, die 
ebenfalls zu zwei und zwei nicht mehr in derselben Ebene liegen und die 
sämmtlich von den Erzeugenden des ersten Systems verschieden sind, weil 
sie sämmtlich g' schneiden. Unter diesen neuen Geraden befindet sich auch g. 

Auf diese Weise enthält die Fläche zwei Systeme von Geraden. ^) Durch 
jeden Punct der Fläche geht eine Gerade des einen und eine Gerade des 
andern Systems, und es enthält also jede Tangentialebene eine Gerade aus 
jedem Systeme. Der Durchschnittspunct zweier Geraden aus verschiedenen 
Systemen ist der Punct, in welchem die Fläche von der Ebene berührt wird, 
welche die beiden Geraden enthält. Zwei Gerade desselben Systemes liegen 
nicht in derselben Ebene, aber jede Gerade des einen Systems schneidet alle 
Geraden des andern. 

Um Confusion in der Sprache zu vermeiden, ist es gut, die Geraden 
des einen Systems GenercUrixen, die des andern Systems Directriooen zu 
nennen. 

25. Wenn wir jetzt den dritten Fall betrachten, dass nämlich die Ge- 
raden g, g' imaginär conjngiert sind mit reellem Durchschnittspunct, so können 
wir geraden Wegs seh Hessen, dass, wenn eine Quadrifläche einen elliptischen 
Punct bat, alle ihre Puncto elliptisch sind. ') In diesem Falle kann man 
sagen, dass die Fläche zwei Systeme von Geraden enthält, die sämmtlich 
imaginär sind, und dass jede Tangentialebene die Fläche in zwei imaginären 
Geraden schneidet, die sich in dem reellen Berührungspuncte kreuzen. ^) 

Dadurch zerfallen die Quadriflächen in drei wohlunterschiedene Arten : 
Flächen mit hyperbolischen Puncten, Flächen mit elliptischen Puncten, Flächen 
'mit parabolischen Puncten oder Kegel. 

Die Flächen der ersten Art bilden das einfachste Beispiel derjenigen 
Flächen, welche durch Bewegung einer Geraden erzeugt werden und nicht 
abwickelbar sind (Windschiefe Flächen), Die Oberflächen der drei Arten 



1) Wasy, Oeneratio, corporis cylindroidis hyperbolid etc, (Philos. Trans. 1669» 
p. 961). Man vgl. Journal de Tdcole polyt. cah. 1 (1794) p. 5. 

2) DupiN, Deoeloppements , p. 209. Im Allgemeinen haben die Flächen von 
höherer Ordnung als der zweiten eine Region, deren Puncte sämmtlich hyperbolisch, 
und eine andere, deren Puncte alle elliptisch sind. Beide Regionen werden durch 
die parabolische Garre, den Ort der parabolischen Puncte, getrennt. Geboonke, 
De la courhwre des sur/aces eourbes (Annales de Qergonne, T. 21. IS30^31) p. 233). 

3) PoNCELBT , Traitd des propriitds profeetives des figures, (Paris 1822). 
Art. 594. 
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lassen verschiedene Formen su, die sich nach der Art des Schnittes classlfi- 
cieren lassen, den die unendlich entfernte Ebene macht, wie es bei den Kegel- 
schnitten der Fall ist *) 

Die Flächen der ersten Art erstrecken sich, da sie ans Geraden ge- 
bildet sind, ins Unendliche, aber die Ebene im Unendlichen kann entweder 
in einer Curve schneiden, oder berühren, das heisst, in zwei Geraden schnei- 
den. Im ersten Falle heisst die Fläche unnchdue/ea oder dnmantdigeg 
Hyperboloid; im zweiten Falle vaindechiefea oder hyperboHschee Farabohid. 

Die Flächen der zweiten Art erstrecken sich entweder nicht ins Un- 
endliche (EUipsoidJy oder werden von der unendlich entfernten Ebene in einer 
Carve geschnitten (Zweimantdigee Hyperboloid), oder werden von derselben 
in einem Puncte berührt (EUiptischee Paraholöid), 

Die Flächen der dritten Art haben entweder den Scheitel in end- 
licher Entfernung, {Kegd in der eigentlichen Bedeutung des Wortes), oder 
ihre Erzeugenden sind parallel (CylinderJ. Im letzern Falle heisst der Cj- 
linder, jenaohdem die unendlich entfernte Ebene die Fläche in zwei reellen 
verschiedenen, in zwei imaginären oder in zwei reellen zusammenfallenden 
Geraden schneidet, hyperbolisch, dliptiseh, parahoUedt,^) 

26. Wir wollen jetzt die Quadriflächen der ersten Art betrachten. Drei 
Gerade des einen Systems, die wir als Directrixen ansehen wollen, genügen 
dann, dieselbe zu individualisieren. Denn durch jeden Punct der einen von 
den drei Geraden, kann man eine Transversale legen, welche die andern 
beiden trifft, und alle analogen Transversalen sind die Generatrixen der 
Fläche. ') Aus drei Generatrixen leiten wir in ähnlicher Weise die Direc- 
trixen ab.') 

Zwei beliebig gewählte Directrixen werden von allen Generatrixen in 
Pnncten geschnitten, welche zwei projectivische Punctreihen bilden. Dies 



1) Ein Kegelschnitt heisst ffyperhd, Eüipte, Parabd, je nachdem seine Puncte 
im Uneodlichon reell und rerscbieden, imaginär sind oder zasammenfallen. 

<) £dleB| Iniroductio in ancUysin infinitorum, Tom. 2. app. cap. 5. 

S) Eß ist sehr leibbt auf die Frage zu antworten, von welcher Ordnung der 
Ort der Geraden x ist, welche drei Gerade g, A, k schneiden. Es sei t eine belie- 
bige Transversale, dann ist die Ordnung der Fläche gleich der Zahl der Geraden x, 
welche die vier Geraden g^ h, h, i schneiden. Von einem beliebigen Pancte g von g 
ziehe man eine Gerade, die h und auch tini trifil, und ans demselben Panote g siehe 
man eine zweite Gerade, welche h und auch < in t' trifft. L&sst man g auf ^ yariieren, 
■o ersengen die Puncte t, V Kwei projectirische Punctreihen. Die beiden gemein- 
schaftlichen Puncte derselben geben die beiden Geraden, die alle vier gegebenen 
g, h, h, t schneidon. Die Flache ist also von der zweiten Ordnung. 

4) Es folgt auch, dass die Fläche durch zwei Directrixen und drei Puncto eben- 
falls bestimmt ist, da man, wenn man durch diese drei Puncto die Generatrixen 
zieht, die drei Paare entsprechender Puncte erhält» die nothwendig aber auch hin- 
reichend sind, um die projectirischen Punctreihen sn indiridualisieren. 
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ist klar, wenn man beachtet, dass von einem beliebigen Panct dieser Direc- 
trix nar eine einzige Generatrix ausgeht. ^) Es ist folglich das Doppolver- 
hältniss von vier Functen, in welchen vier feste Generatrixen eine Directrix 
schneiden, constant für jede beliebige Directrix. 

Dem analog bestimmen zwei Directrixen mit allen Generatrixen zwei 
projectivische Ebenenbüschel. Es ist also das Doppelverhältniss von vier 
Ebenen, welche bezüglich durch vier feste Generatrixen gehen und sich 
säromtlich in derselben Directrix schneiden, constant fiir jede beliebige 
Directrix. 

Umgekehrt bilden die Geraden, welche die entsprechenden Puncte zweier 
projectivischer Punctreihen verbinden, die nicht in derselben Ebene liegen, 
eine Fläche zweiter Ordnung. Es seien g, h die beiden Geraden, g, i^ irgend 
zwei entsprechende Puncte, und g' der Punct, in welchem g von der 
Geraden getroffen wird, die von i) ausgeht und eine willkürlich fixierte 
Transversale t schneidet. Lassen wir 1^ variieren, so erzeugen die Puncte 
0, g' zwei projectivische Punctreihen auf g, und die denselben gemeinschaft- 
lichen Puncte geben die beiden Geraden, welche correspondierende Puncte 
von g, h verbinden und von t geschnitten werden. 

Sobald die beiden Geraden in den entsprechenden Puncten in propor- 
tionale Stücke getheilt werden, so ist die erzeugte Fläche das windschiefe 
Paraboloid. ') 

Auch die Durchschnittsgeraden der entsprechenden Ebenen zweier pro- 
jectivischer Büschel bilden eine Fläche zweiter Ordnung. Denn eine will- 
kürliche Ebene schneidet »die Ebene der beiden Büschel in Geraden, die 
zwei projectivische Strahlenbüschel bilden. Die entsprechenden Strahlen der- 
selben erzeugen, indem sie sich schneiden, eine Cnrve zweiter Ordnung, es 
wird also die fragliche Fläche von einer beliebigen Ebene in einer Curve 
zweiter Ordnung geschnitten. ') 



1) Beachten wir, dass jede Directrix einen Punct im Unendlichen hat, durch 
den eine Generatrix gehen muss, so sehen wir, diss für das windschiefe Hyperbo- 
loid jede Directrix unter den Generatrixen eine Parallele hat. Die Ebene, welche 
zwei parallele Gerade enthält, eine Generatrix und eine Directrix, berührt in einem 
unendlich entfernten Puncte, und heisst deshalb Asymptotenebene. Im windschiefen 
Paraboloid dagegen enth&Ifc die unendlich entfernte Ebene, da sie die Fl&che berührt, 
eine Generatrix, auf der alle unendlich entfernten Puncte sämmtlicher Directrixen, 
und eine Directrix , auf der alle unendlich entfernten Puncte B&mmtlicher Genera- 
trixen liegen. In diesem Falle schneidet also jede Asyniptotenebene die Fl&che in 
einer einzigen Geraden in endlicher Entfernung und alle Asymptotenebenen bilden 
zwei parallele Ebenenbtischel. 

2) Weil die Fliehe, da die unendlich entfernten Puncte der beiden projecti- 
vischen Punctreihen correspondierende Puncte sind, eine Generatrix in unendlicher 
Entfernung hat 

») Stbiiibe, Systematische Eniwickelung der Abhängigkeit geometrischer Oe- 

stalten von einander, Berlin 1832. § 51. 
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Liegen die beiden gegebenen Geraden, dnreh welche die Ebenen der 
beiden projectivischen Büschel hindurchgehen, in derselben Ebene, die sich 
nicht selbst entsprechen möge, so ist die erzengte Fläche ein Quadrikegel, 
dessen Scheitel in dem gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der gegebenen 
Geraden liegt (5). 

27. Zieht man von einem beliebigen festen Puncto o als Pol eine Trans- 
versale die eine gegebene Quadrifläcbe in zwei Puncten at^ o« schneidet, und 
sucht den in Bezug auf Oi, tta conjugierten harmonischen Punct m von o, 
was ist dann der Ort der Puncte, die allen Transversalen entsprechen, welche 
von ausgehen? 

Jede Transversale enthält einen einzigen Punct m» und dieser Punct 
kann auch nicht auf o fallen, weil *o als nicht auf der Fläche befindlich an- 
genommen war. Der gesuchte Ort ist also von der ersten Ordnung, das 
heisst, eine Ebene. Man nennt sie die Polarebene des Poles o. *) 

Nimmt man den Pol o auf der Fläche an, so fallt einer der beiden 
Schnittpuncte Oi, Ot mit dem Pole zusammen. Für alle Transversalen, die 
die Fläche in einem zweiten von o verschiedenen Puncte treffen, fällt der 
harmonische Punct m in o. Wird aber die Transversale Tangente der Fläche 
in 0, so wird m unbestimmt, weil in diesem Falle der Pol und beide Puncte 
Ot, a« zusammenfallen, es kann also ein beliebiger Punct der Transversale 
sein. ') Der Ort des Punctes m ist daher der Ort der Geraden, welche in 
die Fläche berühren. Wenn also der Pol ein Punct der Fläche selbst 
ist, so ist die Polarebene die Tangentialebene der Fläche in diesem Puncte. 
Umgekehrt kann ein Punct nur dann in seiner Polarebene liegen, wenn er 
ein Punct der Fläche ist. 

Betrachtet man auf der Transversale, welche die vier Puncte o, m, Oi, a« 
enthält, m als Pol, so ist o der harmonisch conjugierte Punct. Geht also 
die Polarebene von o durch m, so geht umgekehrt die Polarebene von m 
durch 0. Ist daher eine Ebene gegeben, und man bestimmt die Polarebeen 
dreier Puncte derselben, so ist der Punct, in welchem sich diese drei Ebenen 
schneiden der Pol der gegebenen Ebene. Diese kann niemals zwei ver- 
schiedene Pole Ol, 0« haben,') denn wenn die Gerade dOz die Fläche in 
Ol, Ü2 und die Ebenen in m trifft, so kann der Punct m nicht zwei ver- 
schiedene conjugierte harmonische Puncte in Bezug auf dasselbe Paar oi, Os 
haben. 

So kommt es, dass jeder Punct des Raumes seine Polai^bene hat, nnd 
umgekehrt jede Ebene ihren Pol. Für alle Puncte, die in einer festen 
Ebene liegen, geht die Polarebene durch den Pol der festen Ebene, und 



1) Offenbar schneidet eine beliebige durch a gelegte Ebene die Polarebene in 
einer Geraden, welche die Polare von o in Bezug auf den Durchsehnittskegelschnitt 
der FlAche ist. 

2) EinleUung, Nr. 17. 

9) Nämlich im allgemeinen Falle, da^s die Quadrifl&ehen keinen Doppelpunct 
haben. Man sehe die Anmerkung *) auf Seite 31. 



30 ^^er Theü. [Cap. IV. 

alle Ebenen^ die durch einen festen Pcinct gehen, haben ihren Pol auf der 
Polarebene des festen Punetes. 

28. £8 seien M, N die Polarebenen der beiden Puncte m, tt. Für jeden 
Pnnct der Geraden MN^ die natürlich in beiden Ebenen M, N liegt, geht 
dip Polarebene sowohl durch m als durch n, das heisst durch die Gerade 
mn. Also ist der Ort eines Punctes, dessen Polarebenen durch eine feste 
Gerade mn gehen, eine andere Gerade MN. Die Polarebene eines belie- 
bigen Punctes Yon MN geht durch jeden Punct der Geraden mn, folglich 
geht die Polarebene jedes Punctes von mn durch die Gerade MN, Die 
Geraden mn und MN sind mithin so untereinander verknüpft, dass jede 
die Pole der Ebenen enthält, welche durch die andern sich legen lassen, 
und dass jede in der Polarebene der Puncto der andern liegt. Zwei Gerade, 
welche diese Beziehung zu einander haben, heissen conjugiert oder reciprok 
in Bezug auf die Quadrifläche. Man nennt wohl auch die eine die Polare 
der andern. 

Jede Gerade hat ihre Conjugierte. Geht eine Gerade r durch einen 
Punct m, so liegt die conjugierte Gerade r' in der Polarebene M von m, 
nnd umgekehrt *). Folglich sind die Geraden, welche durch m gehen, die 
conjugierten Geraden aller Geraden der Ebene M, und es können daher 
zwei conjugierte Gerade nicht gleichzeitig in einer Ebene M liegen, ohne 
dass sie beide durch den Pol m gehen. In diesem Falle ist aber m ein 
Punct der Fläche, M ist die Tangentialebene, und die beiden Conjugierten 
sind beide Tangenten der Fläche. Berührt umgekehrt eine Gerade die 
Quadrifläche in m, so liegt die Conjugierte in der Ebene M, welche in m 
berührt, und da' die erste Gerade auch in M liegt, so geht die zweite eben- 
falls durch m, das heisst die beiden Geraden sind Tangenten der Fläche im 
nämlichen Puncte. Es trifft also iin Allgemeinen eine Gerade ihre Conju- 
gierte nicht, wenn aber der Durchschnitt statt hat, so sind beide Gerade 
Tangenten in demselben Puncte der- Fläche. 

Die Geraden, welche die Fläche in m berühren, sind zu zwei und zwei 
conjugiert, sie bilden also eine Involution zweiten Grades. ') Diese hat zwei 
Doppelstrahlen, das heisst, es- gibt unter diesen Tangenten zwei, die sich 
selbst conjugierte Gerade sind. Eine sich selbst conjugierte Gerade liegt in 
der Polarebene ihrer eigenen Puncte, das heisst alle ihre Puncte liegen in 
den entsprechenden Polarebenen oder auf der Fläche; das will sagen, eine 
sich selbst coiffugierte Gerade ist nothwendigerweise eine Gerade, die auf 



1) Centrum heisst der Pol der unendliefa entfernten Ebene. In ihm halbieren 
sich alle Sehnen der Fl&che, die durch denselben gehen. Durehmesser ist eine 
Gerade durch das Centmm. Eine Ebene heisst Diametralebene , wenn ihr Pol 
im Unendlichen liegt. Ein Durchmesser' und eine Diametralebene heissen cor^ugiert, 
wenn die letztere die conjugierten Geraden der ersteren enth&lt ; die Ebene halbiert 
die cum Durchmesser parallelen Sehnen. Drei Durchmesser heissen eonjugiertj 
wenn jeder derselben der Ebene der beiden andern conjugiert ist 

>) EMeitwng, Nr. 25. 
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der Fläche selbst liegt. Die Doppelstrahlen der Involutioiiy die darch die 
in m conjugierten Tangenten gebildet wird, sind mithin die in m sich kreu- 
zenden Geraden auf der Fläche. Es ergibt sich also, dass zwei conjagierte 
Tangenten mit den im Beriihrungspuncte sich kreuzenden Geraden der 
Fläche ein harmonisches System bilden. 

Ist die Quadrifläche ein Kegel, so fallen die beiden Doppelstrahlen der 
Involution mif der Generatrix, die durch den betrachteten Punct geht, zu- 
sammen. Diese Generatrix ist nicht blos sich selbst conjugiert, sondern auch 
jeder beliebigen Geraden, welche den Kegel in einem ihrer Puncte berührt. 

29. Wir wollen jetzt untersuchen, von welcher Classe (16) eine Fläche 
zweiter Ordnung ist. Die Tangentialebenen, die durch eine gegebene Gerade r 
gehen, haben ihre Pole, die Beriihrungspuncte, auf der conjugierten Geraden r'. 
Man kann also durch r so viele Ebenen ziehen, die die Fläche berühren, als 
diese Fläche Durchschnittspuncte mit r* hat. Eine Fläche zweiter Ordnung 
ist also auch zweiter Classe. 

Fallen die beiden Schnittpuncte m, m' der Fläche und r' in einen Punct 
zusammen, so fallen auch die Tangentialebenen durch m und m' zusammen, 
das heisst die Tangentialebenen, welche durch r' gehen. Unter dieser Vor- 
aussetzung sind aber die Gerailen r, r' conjugierte Tangenten (28), und eine 
Tangente ist also nicht blos die Gerade, welche zwei unendlich nahe Puncte 
verbindet, sondern auch der Durchschnitt zweier unmittelbar folgendei« Tan- 
gentialebenen. Ebenso ist von zwei conjugierten Tangenten eine jede der 
Durchschnitt der Ebenen, welche die Fläche in den unendlich nahen Puncten 
berühren, welche auf der andern Geraden liegen. 

30. Ziehen wir durch einen Punct o des Raumes den wir als Pol (27) * 
betrachten, eine Gerade, welche die Fläche in einem Puncte a berührt, der 
beide Durchschnittspuncte Oi, 02 vertritt, so fällt der conjugierte harmonische 
Punct m ebenfalls auf a, das heisst, a ist ein Punct der Polarebene von o. ^) 
Der Ort der Puncte, in welchen die Quadrifläche von Geraden berührt wird, 
die vom Pole ausgehen, ist also die Curve zweiter Ordnung, die den Durch- 
schnitt der Fläche mit der Polarebene^ bildet. Die Tangente dieser Curve 
in a hat, da sie in der Polarebene liegt, als ihre Conjugierte, die Gerade 



1) DaraoB folgt: Ist die Quadrifläche ein Kegel mit dem Scheitel 0, so geht 
die Polarebene jedes Punctes o durch o. Diese Polarebene verändert sich nicht, 
wenn der Pol sich auf der Geraden oo bewegt. Die Polarebene ist in der That 
in diesem Falle der Ort der conjugierten harmonischen Geraden von 00 in Bezug 
anf die beiden Generatrixen des Kegels, die man erhält, wenn man ihn durch eine 
am 00 Tariable Ebene schneidet Wenn die Gerade oo sich in einer festen Ebene, die 
durch den Scheitel geht, bewegt, so rotiert die Polarebene um eine Gerade, deren 
Puncte die Pole der festen Ebene sind. Wir finden so das System von Geraden 
und Polarebenen wieder, das wir schon aus der Theorie der Kegelschnitte abge- 
leitet hatten (5). Die Polarebene des Scheitels ist offenbar unbestimmt 
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aO| die nach dem Pole gerichtet ist, und die Ebene dieser beiden Geraden 
ist gleichzeitig Tangentialebene der Quadrifläche in a, und längs oa die des 
Kegels, welcher der Ort der Geraden ao ist. Dieser Kegel, der von der 
zweiten Ordnung ist, da einer seiner ebenen Schnitte von der zweiten Ord- 
nung ist, heisst der Quadrifläche umgeschrieben. ^) 

Folglich ist der Ort der Geraden, die durch einen gegebenen Punct 
gehen, und die Quadrifläche berühren, oder auch die Enveloppe der Ebenen, 
welche durch denselben gegebenen Punct gehen, und die Fläche berühren, 
ein Kegel zweiter Ordnung.') Die Berübrungscurve ist eben, und ihre 
f^bene ist die Polarebene des Kegelscheitels. Umgekehrt umhüllen die Tan- 
gentialebenen der Fläche in den Puncten eines ebenen Schnittes einen Kegel, 
dessen Scheitel der Pol der Schnittebene ist. ') 



1) Berühren sich zwei Quadrifl&chen l&ngs einer Canre, so ist diese immer 
eben. Denn, sind a, b, C drei Puncte der BerühmngscurTe, so schneidet die Ebene 
abc beide Fl&chen in swei Kegelschnitten, die, weil sie drei BerührungspuDCte 
unter sich haben, nothweiidiger Weise zusammenfallen ; ausser diesem Berübrungs- 
kegelschnitt haben die beiden Fl&chen keinen weiteren Punct gemein (20). Eine 
Ebene, die du^ch eine Tangente dieses Kegelschnittes gefegt ist, sehneidet beide 
Qaadrifl&chen in zwei Kegelschnitten, die einen rierpunctigen Contact haben (22). 

2^ Folglich umhüllen die Ebenen , die darch einen festen Panct und durch 
die Geraden gehen, welche die entsprechenden Puncte zweier gegebener projecti- 
Tischer Punctreihen verbinden (26) y einen Quadrikegel. (Steineb, Systemat, Eni- 
wickelwngen. S. 187.) 

S) Hieraus folgt, dass die Asjmptotenebenen (Tangentialebenen im unendlich ent- 
fernten Puncte) einen Kegel umhüllen, dessen Scheitel der Pol der unendlich ent- 
fernten Ebene ist, das heisst das Centrum der Fläche. Hicraas erschliesst man 
eine sehr dinfache Regel, um das Centrum eines Hyperboloids zu finden, von dem 
drei Directrizen gegeben sind. (Hacrette, Einige Bemerkungen über Flächen 
zweiter Ordnung, Grelles Journal T. 1. 1826; S. 345.) 

Gombinieren wir den Satz in Nr. 30 mit denen in Nr. 27, 28, so kOnnen wir 
sagen : Bewegt sich der Scheitel eines einer gegebenen Quadrifläche ungeschriebenen 
Kegels so, dass er eine Gerade oder eine Ebene durchläuft, so geht die Ebene 
der Berfihrungscurve best&ndig durch eine feste Gerade oder einen festen Punct* 
Diesen Satz verdankt man Mokge, Oiomiirie cUecriplive, Art. 40. 
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CAPITEL V.- 
OBERFLÄCHEN BELIEBIGER CLASSE. RECIPROKE 

POLAREN. 

31. Es Bei m ein beliebiger Funct einer gegebenen Fläche, M die Tan- 
gentialebene in diesem Puncte, und mi, mi, m^ seien in dieser Ebene die auf 
m nach drei verschiedenen Richtungen hin folgenden Functe, das hdsst, es 
seien mtni, mm2; rnnts drei Tangenten in tiu Legt man durch die Puncte 
m, itti, m« eine Fläche zweiter Ordnung, so wird diese in m von der Ebene M 
berührt, sie wird also auch den Punct nts enthalten, was auch die Richtung 
von rnnts auf M ist. Die beiden Flächen besitzen also in m eine gemein- 
schaftliche Tangentialebene. Wir wollen jetzt annehmen, die Flache werde 
durch eine Ebene, die rnnti enthält, durch eine 'zweite Ebene, die mm« ent- 
hält, und durch eine dritte Ebene, die xam^ enthält in der Art geschnitten, 
dass dadurch drei Curven entstehen. In diesen Schnitten seien mi', m%\ mj' 
die auf m, mj ; m, m2 ; m, ms folgenden Puncte. Denken wir uns jetzt, dass 
obengenannte Quadrifläche auch durch die Puncte mi', m«'; ms' gehen soll, so 
oscnlieren sich die Flächen in m, das heisst, die Schnitte beider, die man 
durch eine beliebig durch m gelegte Ebene erhalt, haben in diesem Puncte 
einen dreipunCtigen Contact (19), und speciell liegen die Oscnlierenden der 
beliebigen Fläche vollständig auf der Quadrifläche. Die beiden Flächen 
haben folglich nicht nur in m die Tangentialebene gemein, sondern in jedem 
Puncte mi, m?, ms, . . . der unmittelbar auf m folgt. Es besteht also, wie 
für jede Quadrifläche, die Beziehung, dass jede Tangente in m der Durch- 
schnitt zweier unmittelbar folgender Tangentialebenen ist, deren BerUhrungs- 
puncte in einer andern Tangente liegen, und dass umgekehrt in den beiden 
unmittelbar folgenden Puncten. die der ersten Tangente und der Fläche ge- 
mein sind, diese von zwei Ebenen berührt wird, die durch die zweite Tan- 
gente gehen. Die Tangenten der beliebigen Fläche in m sind also zu zwei 
und zwei in der Axt^^onjuyiert, dass von zwei Conjugierten jede die Be- 
rührungspuncte der beiden unmittel^ folgenden Tangentialebenen enthält, 
welche durch die andere gehen. *) Die conjugierten Tangentenpaare bilden 
eine Involution^ deren Doppelstrahlen die Geraden auf der Quadrifläche sind, 
das heisst die Oscnlierenden der beliebigen Fläche. 

Ist. m ein parabolischer Punct der gegebenen Fläche, so fallen in ihm 
die beiden Oscnlierenden zusammen, (}ie osculierende Quadrifläche ist also 
ein Kegel. In m und im Puncte m', der unmittelbar auf m in der Osculieren- 



t) DupiN, DSf>eloppemen(8, p. 44. 
Cesmoxa, Oberflächen. 
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den, das heisst in der Generatrix des Kegels folgt, haben beide Flächen die 
Tangentialebenen gemein. Da aber der Kegel in m und m' von derselben 
Ebene berührt wird, so berührt also die Ebendf welche die Fläche in m 
berührt, auch in m'. £ine Tangentialebene in einem parabolischen Functe 
muss also als eine Tangentialebene in zwei unendlich nahen Functen betrachtet 
werden. Wegen dieser Eigenschaft heisst sie stationäre Ebene, Dk in diesem 
Falle jede Tangente durch m der Osculierenden conjugiert ist, so geht die 
Tangentialebene in einem beliebigen auf m unmittelbar folgenden Puncte 
durch die letztern Gerade. *) . • 

Berühren sich zwei Flächen in einem Puncte m, so bilden die conju- 
gierten Tangenten zwei Involutionen, und da diese ein einziges Paar con- 
jugierter Strahlen gemein haben, ^) so haben im Allgemeinen die beiden 
Flächen nur ein einziges Paar gemeinschaftlicher copjugierter Tangenten. 
Gäbe es zwei Paar gemeinschaftlicher conjugierter Tangenten, so fielen die 
beiden Involutionen zusammen, jede Tangente hätte für beide Flächen die- 
selbe Conjugierte und sie hätten folglich auch die Osculierenden gemein. 

32. Man denke sich jetzt alle Geraden, die von einem Puncte o im 
Räume so gezogen werden können, dass sie eine gegebene willkürliche Flädhe 
berühren, auf der natürlich die Berührungspuncte eine gewisse Curve bilden. 
Sind m und m' zwei unmittelbar folgende Puncte dieser Cürve, so sind die 
Geraden om, mm', als conjugierte Tangenten der In ih osculierenden Quadri- 
fläche, dies auch für die beliebige Fläche. Die Ebene, welche in m diese 
Fläche berührt, ist längs om auch Tangentialebene des ihr um geschriebenen 
Kegels, das heisst des Kegels, der von Tangenten gebildet wird, die durch 
gehen. Dieser Kegel ist also die Enveloppe der Ebenen, die sich durch 
so ziehen lassen, dass sie die Flache berühren. 

33. Die eben auseinandergesetzten Betrachtungen zeigen, dass eine Fläche 
beliebiger Ordnung auch als Enveloppe ihrer Tangentialebenen definiert werden 
kann. Eine Enveloppe kann man durch eine Ebene entstanden denken, die 
sich continuierlich im Räume so bewegt, dass eine beliebige Gerade in einer 
Zahl getrennter Lagen der variablen Ebene liegt. ?) Die Enveloppenfläche 
heisst von der )^-ten Ciasee, ^) wenn durch ^ine beliebige Gerade v ihrer 
(reellen, imaginären, getrennten, zusammenfallenden) Ebenen hindurch gehen. 
Gehen datier durch eine Gerade mehr als v Tangentialebenen einer Fläche 



1) Salmon, On the eondition ihal a plane should touch a sur/ace etc. (Cam- 
bridge and Dublin. Math. Journal, T. 3; 1848. p. 45). 

2) Einleitung, Nr. 25 b. • 

3) Das heisst in der Art, dass alle successiven Lagen der rariablen Ebene 
sich erhalten lassen, wenn man sich zst^i unabhängige Parameter verändert denkt. 
Eine Enveloppe, die Developpablen ausgeschlossen, ist also eine doppelt unend- 
liche Heike von Ebenen, 

4) Qebooxns, Bectißcadon de quelques iMorimes etc, (Annales de Geigonney 
T, 18; 1827-28. p, 151). 
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v-ter Classe, so geboren alle Ebenen, die durcb diese Gerade geben, der 
Enveloppe an^ das beisst, die Gerade liegt VDÜständig auf der Fläche. 

Die Enveloppe erster Classe ist ein einfacher Punct. 

Die Tangentialebenen einer Flache v-ter Classe; die durch einen festen 
Punct gehen, umhüllen einen umgeschriebenen Kegel derselben Classe. 

Man sagt, dass eine Gerade Tangente der Fläche in einer Ebene M 
ist, die die Fläche ebenfalls berührt, wenn zwei der durch sie gehenden 
Tangentialebenen mit M zusammenfallen. Es seien r, r' zwei Tangenten in 
^er Ebene M und man betrachte ihren Durchschnittspunct m als Scheitel 
eines umgeschriebenen Kegels. Da zwei von den Tangentialebenen, die man 
durch r und r' an den Kegel ziehen kann, mit M zusammenfallen, so ist 
diese eine Bitangentialebene des Kegels und vertritt also zwei unmittelbar 
folgende Tangentialebenen desselben, und folglich auch der Fläche für 
irgend eine andere durch nt in genannter Ebene gezogene Gerade. Das 
heisst, alle diese Geraden sind Tangenten der Fläche- in der Ebene M. 
Daraus folgt, dass die Geraden, welche die Fläche in der Ebene M be- 
rühren, das heisst die Geraden, fiy^ welche M zwei aufeinander folgende 
Tangentialebenen darstellt, durch denselben t'unct m gehen, den m^ Be- 
ruhrungspunct der Ebene M nennt. Unter diesen Geraden gibt es zwei, die 
Berührungfigeneratrixen des Kegels mit der Bitangentialebene, für welche 
M drei aufeinander folgende Tangentialebenen darstellt. Die Tangenten sind 
femer zu zwei in der Art conjugiert, dass von je zweien die eine alle Be- 
rührnngspuncte der unmittelbar folgendien Tangentialebenen enthält, welche 
durch die andere gehen. Die Doppelstrahlen der Involution, die durch diese 
Tangentenpaare erzengt wird, sind die #eraden, für welche M drei aufein- 
ander folgende Tangentialebenen darstellt. Diese Geraden sind also auch 
die nämlichen, welche in m mit der Fläche einen dreipunctigen Contact 
haben (16j. 

34. In solcher Weise kann man eine beliebige Fläche sowohl als Ort 
von Puncten und auch als Enveloppe von Ebenen betrachten. Wenden wir die 
vorhergehenden Untersuchungen auf eine Fläche zweiter Classe an, das heisst 
auf eine Fläche, an die sich durch eine beliebige Gerade zwei Tangential- 
ebenen ziehen lassen, so finden wir, dass die Tangentialebenen, die durch 
einen Punct' m der Fläche gehen, einen Kegel zweiter Classe umhüllen, der 
eine Bitangentialebene M hat. Diese Ebenen geben also duröh zwei Gerade 
g, g', die sich in m schneiden, und in der Ebene M liegen, welche in diesem 
Puncte dfe Fläche berührt (5). lede dieser Geraden liegt also in ejner un- 
begrenzten Zahl von Tangentialebenen und folglich ihrer ganzen Ausdehnung 
nach auf der Fläche. 

Eine beliebig durch g gelegte Ebene ist eine Tangentialebene der Fläche, 
und schneidet sie daher in einer neuen Geraden h'. In ähnlicher Weise 
enthält jede durch g' gelegte Ebene eine andere Gerade h der Oberfläche. 
Auf dieser gibt es folglich zwei Systeme von Generatrixen (^, ä, , , .), 

8» 
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(g'f Ä', . . .), und durch jeden Punct der Fläche geht eine Gerade des einen 
und eine Gerade des andern Systems. 

Von "welcher Ordnung ist diese Fläche? Diese Frage ist gleichbedeutend 
mit der andern, wie viele Generatrixen ein und desselben Systems werden 
von einer beliebigen Geraden geschnitten. Durch die letztere Gerade 
gehen nur* zwei Tangentialebenen, das heisst nur zwei Ebenen, von denen 
jede eine Generatrix des Systems enthält, idso ist eine Fläche zweiter Classe 
auch zweiter Ordnung. 

In einer beliebig gegebenen Ebene ziehe man eine ganz beliebige 
Transversale, durch die zwei Ebenen At, A^ gehen, welche eine gegebene 
QuadriflUche, das heisst eine Fläche zweiter Classe und zweiter Ordnung 
berühren. Es sei nun M die in Bezug auf A\ und A^ zu conjugiei*te har- 
monische Ebene. Da man durch jede Lage der Transversale nur eine einzige 
Ebene M erhält, und da M nicht mit der Ebene zusammenfallen kann, 
vorausgesetzt, dass diese nicht die Fläche berührt, so ist die Enveloppe 
aller zu M analoger Ebenen von der ersten Classe, alle diese Ebenen gehen 
also durch einen festen Punct o. 

Ist die Transversale in der Art geführt, dass sie die Fläche in einem 
Puncte a des Schnittes berührt, den die Ebene bildet, so fallen die 
Ebenen A\, At in eine zusammen, nämlich in die Ebene A, welche in a be- 
rührt. Es fällt dann auch die Ebene M mit A zusammen. Die Ebenen 
also, welche die Fläche in den Puncten des Schnittes berühren, dar- durch 
die Ebene entsteht, gehen sämmtlich durch o. Es folgt hieraus, dass o 
der Pol der Ebene ist, nach der anderswo gegebenen Definition (27). 

35. Es hat wohl jeder bemerkt, dass das Raisonnement hier vollständig 
mit dem parallel läuft, das wir für die Flächen, als Ort von Puncten be- 
trachtet, eingehalten haben, und gleichwohl, ohne dass die eine Untersuchung 
nothwendigerweise die andere voraussetzt. Hierin besteht das Gesetz der 
geometrischen Dualität, dem zufolge neben einer Eigenschaft, die sich auf 
Puncte, Gerade, Ebenen bezieht, noch eine andere analoge besteht in Bezug 
auf Ebenen, Gerade, Puncte. *) 

Anstatt aber zwei reciproke Theoreme unabhängig von einander zu 
beweisen, oder das eine aus dem andern zu erschliessen, indem man das 
Princip der Dualität, a priori als absolutes Gesetz betrachtet, in Anwendung 
bringt, kann mau den einen Satz auc^ aus dem andern mittelst der Theorie 
der Pole in Bezug auf eine gegebene Fläche zweiter Ordnung herleiten. 
Nimmt man von jedem Puncte, jeder Geraden, jeder Ebene einer gegebenen 
Figur die Polarebene, die conjugierte Gerade und den Pol in Bezug auf die 



1) Gerooiine, Consideratians philoaqphufues sur U$ element$ de la acienee de 
Vttendue (Annales de Gergonne, T. 16; 1825-26. p. 209). — Cuasles, Aper^^ 
hUtorique sur Vorigine et le diveloppenient des methodes en gioinetrie (M^moires 
90uronn^s par l'Acad^mie deBruzelles, T. 11; 1827. Notes 5 und 34). 



{ 
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hei^ Quadrifläche, so erhält man eine zweite Figur, in der die Puncte, 
Geraden, . Ebenen in derselben Fofge den Ebenen, Greradtn, Functen der 
ersten Figar entsprechen. De.n Functen einer Geraden entsprechen die 
Ebenen durch eine andere Gerade, das heisst, einer geraden Punctreihe ent- 
spricht ein Ebenenbüsche], und es ist offenbar, dass diese beiden Formen 
projectivisch sind, dass also das Doppelverhältniss von vier Functen in gerader 
Linie gleich dem der entsprechenden vier Ebenen Ist. 

Zwei so ' beschaffene Figuren nennt man recijproke Polaren. Einem Satze 
für die eine Figur entspricht das reciproke Theorem für die andere. Li 
dieser Weise zeigt sich das Pnncip der Dualität als eine Folgerung 
der Theorie der Fläche zweiter Ordnung. — Methode der reciproken 
Polaren, *) — * ^ * 

36. Beschreibt in der ersten Figur ein Punct eine Fläche v-ter Ordnung 
Sf so bleibt die entsprechende Ebene in der zweiten Figur stets Tangential- 
ebene einer Fläche v-ter Classe S*, ') Einem Puncto p der ersten Fläche 
entspricht eine Ebene P*, die S' berührt. Den Tangenten von S in p ent- 
sprechen die Tangenten von aS* in P'. • Die ersten Tangenten liegen nun aber 
in der Ebene P, welche S in p Berührt, und die zweiten gehen durch den 
Punct p*, in welchem S' von P* berührt wird, und es ist also P genau die 
Ebene» welche dem Punct p' entspricht. Daraus folgt, dass, wenn in der 
zweiten Figur ein Punct die Fläche S' beschreibt, die ent6pi*echende Ebene 
fortwährend die Oberfläche S berührt. Ist also S von der ict-ten Classe, 
so ist S' von der /*-ten Ordnung, und so sieht man die vollkommene Reci- 
procität zwischen , den Flächen S, jS*, die deswegen reciproke Polaren 
heissen. ^ 

37. Ist in der ersten Figur eine abwickelbare Fläche S gegeben, das 
heisst eine einfach unendliche Reihe von Ebenen, so entspricht ihr in der 
zweiten Figur eine einfach unendliche Reihe von Puncten, also eine Curve , 
b', und umgekehrt entspricht einer Curve eine Developpable. Den Genera- 
trixen von S, das heisst den Geraden, durch welche je zwei unendlich nahe 
Tangentialebenen gehen, entsprechen die Goraden, welche zwei unmittelbar 
folgende Puncto von s' verbinden, das heisst die Tangenten dieser Curve. 



1) PoKCBLET, Memoire sur la th^orie generale des polaires re'eiproqties. (Grel- 
les Journal, Th. 4; 1829). 

2) Beschreibt also der Pol eine Fl&che sweiter Ordnung, so ist eine Fläche 
derselben Ordnung die Enveloppe der Polarebenen. Livet, Propriites des stir/aces 
du secand degri; und Bkianchon, Memoire sur les sur/aces du second degre 
(Jonm&l de r^col© polytechnique. Gab. 10; 1806). 

3) MoKOB, J^emdre (inddit) sur les sur/aces reciproques (M. s. Apercu, Note 
30. S. 405 der deutschen üebersetaurtg). Wir haben schon früher (18) gesehen, 
wie viele Puncto nöthig sind, um eine Ortsfl&che v-ter Ordnung zu bestimmen. 
Dieselbe Zahl von Tangentialebenen bestimmt auch eine Bnveloppenflache v-ter 
CJaase. 
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Den Puncten einer Generatrix von S entsprechen die Ebenen, welche durch 
die entsprechend^ Tangente von s' gehen^ das heisst die Ebenen, welche s' 
in denselben Puncten berühren. Da mm eine Developpable eine doppelt 
unendliche Reihe von Puncten ist, das heisst ein specieller Fall der Orts- 
flächen, so ist eine Ciirve eine doppelt unendliche Reihe von Ebenen, das 
heisst ein Specialfall der Enveloppentlächen. 

Es sei P eine Tangentialebene von S, p' der entsprechende Punct von 
S'. Dann enthält die Ebene P zwei unmittelbar folgende Erzeugende von 
8; und dem gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte p derselben entspricht 
die Ebene P'y die durch zwei unmittelbar folgende Tangenten von s' be- 
stimmt wird, die sich in p' schneiden. Also entspricht dem Puncto p der 
Cuspidalcurve von SLdie Osculationsebene P' von B' in p'. Durchläuft daher 
ein Punct die Cuspidalcu^c von S, so bleibt die entsprechende Ebene Os- 
culationsebene von s', das heisst ilire Enveloppe ist die ösculiercnde Deve- 
loppable von b'. Den Durchschnittspuncten zweier nicht benachbarter Er- 
zeugenden von S entsprechen die Ebenen, welche zwei nicht benachbarte 
Tangenten von s' enthalten, das heisst der Knotencurve von S entspricht die 

m 

doppeltberiihrende Developpable von b'; u. s. w. Ist folglich für S die 
Ordnung gleich />, die Classe gleich ju, die Ordnung der Cuspidalcurve gleich 
V, die Ordnung der Doppelcurve gleich ^, die Zahl der stationären Ebenen 
gleich a, y die Zahl der Geraden, die in einer Ebene liegen, und durch 
deren 'jede zwei Tangentialebenen gehen, u. s. w., dann ist die Curve b' von 
der Ordnung ß, ihre osculierende Developpable hat die Ordnung p und die 
Classe Vy ihre doppeltber.ührende Developpable ist von der Classe«^; b' hat 
a Spitzen und y Sehnen, die durch denselben beliebigen Punct gehen; u. s. w. 

Ist als specieller Fall die Developpable S ein Kegel, das heisst, gehen 
alle Ebenen der Reihe durch einen festen Punct, so liegen die entsprechenden 
Pnncte alle in einer festen Ebene, das heisst ß' ist eine ebene Curve. ^) 

38. Wir betrachten von Neuem die reciproken Flächen Sy S\ Den 
ebenen Schnitten der ersten entsprechen dann die umgeschriebenen Kegel 
der anderen Fläche. Hat die Fläche Ä- einen Doppelpunct, in dem sie von 
einer unbegrenzten Zahl von Geraden osculiert wird , die einen Quadrikegel 
bilden, so besitzt S' eine Doppeltangenttalebene, in welcher ztoet Tangential- 
ebenen für jede Gerade, die beliebig auf derselben gezogen ist, zusammen- 
fallen und drei für jede Tangente eines gewissen Kegelschnittes, welcher die 
Berührungscurve zwischen der Fläche und der Ebene ist. Dieser Kegel 



1) LivBT und Bbianchoh^ a, a, 0, • 

Ist 8 ein Quadrikegel, so ist b' ein KegelRchnitt. Wie also ein Quadrikcgei 
ein Specialfall einer Fläche zweiter Ordnung ist, so ist ein Kegelschnitt ein Special- 
fall unter den Oberflächen sweiter Classe. Man erhält diesen Fall, wenn in einer 
Tangentialebene und folglich in allen die beiden Osculirenden in eine einzige 
Gerade zusammenfallen, welche die Tangente der Curve ist Alle Ebenen, die 
durch diese Gerade gehen, haben denselben Berührungspunct. 
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kann in zwei getrennte Ebenen zerfallen (Biplanarpunct) oder in zwei zu- 
sammenfallende degenerieren (Urdplanarpuiict), Ebenso kann der Kegelschnitt 
in zwei getrennte Pun4Cte degenerieren (Bitangenticdebene) oder in zwei unmit- 
telbar folgende (iitati<märe Ebene) (31). 

Hat allgemein S einen ^-faclien Punct, das heisst einen Punet, der p 
zusajnmenfRllende Durchschnittspnncte für jede beliebige durcÜ ihn gelegte 
Gerade darstellt, aber p-\-\ Durchschnitte für die Generatrixen eines gewissen 
Osculationskegels /o-ter Ordnung, so besitzt S* eine /»-fache Tangentialebene, 
das heisst eine Ebene, welche die Stelle von p zusammenfallenden Tangential- 
ebenen für jede in ihr beliebig gezogene Gerade und />+! zusammenfallende 
Tangentialebenen für jede Gerade vertritt, welche durch eine gewisse Curve 
/»»ter Classe (die BeriUirungscurve) berührt wird. Und jenachdem der os- 
cnlierende Kegel sich in kleinere Kegel oder auch in Ebenen spaltet, wird 
sich auch die Beriihrungscurve in Curven niederer Classe oder auch in 
Puncto anflösen. 

Wie ein Ort v-ter Ordnung mit einem v-fachen Punct ein Kegel ist, so 
bildet eine Enveloppe vter Classe mit einer v-fachen Tangentialebene eine 
^bene Curve. *) 

39. Einer Curve s' auf S^ gezogen entspricht eine Developpable S, 
die von den Tangentialebenen von S gebildet wird (die S umgeschriebene 
DevdoppableJ, und der Curve der Berührungspuncte zwischen 8 und S ent* 
spricht die Developpable, die von den Tangentialebenen von S' in den 
Puncten von 8' gebildet wird, das heisst die S' längs s' umgeschriebene 
Developpable. Ist b' eine Doppelcurve für S', das heisst eine Curve, von 
der jeder Punct ein Biplanarpunct der Flache ist^ so ist die Developpable 
8 die doppeltberührende von Sj das heisst, sie wird von den Ebenen ge- 
bildet, Avelche jede mit S zwei getrennte Bjerührnngspuncte haben. Ist g' 
die Cuspidalcurve von S\ ^as heisst die Curve, in deren jedem Puncto die 
Fläche zwei zusammenfallende Tangentialebenen hat, so ist die Developpable 



1) Sp&ter findet sich, dass durch* einen Doppelpunct einer Flä«he vier 
PolarflAchen gehen mftssen , die, im Falle die Flllche in ihrer Ordnung vollstilndig 
allgemein ist, keinen Ponct gemein haben. Daraus folgt, dass die allgemeinste 
Fl&che einer gegebenen Ordnung keine Doppelpuucte bat Damit eine Ebene die 
Fläche in einem Puncto, in zwei (getrennten oder unhiittelbar folgenden) Puncten, 
in drei Puncten berühre , muss man , wenn die Berührungspuncte nicht gegelben 
sind, einer, zwei, drei Bedingungen Qenüge leisten. Nun ist eine Ebene gerade 
durch drei Bedingungen bestimmt, und eine in ihrer Ordnung allgemeine Fläche 
hat daher eine eia&ch unendliche Reihe Bitangentialebenen , eine einfach unend- 
liche Beihe stationArer Ebenen und eine endliche Reihe dreifacher Tangentialebenen. 

Beciprokf Eine völlig allgemeine Fläche, was die Classe betrifft, hat keine 
vielfachen Tangentialebenen ,' wohl aber unendlich viele Biplanarpuncte, die eine 
Knotencurve bilden, eine unbegrenzte Zahl Üniplanarpuncte» die eine Cuspidalcurve 
ersengen, und eine endliche Zahl Trlplanarpuncte (dreifache Puncto mit den Os- 
cnlierenden in drei verschiedeoen Ebenen). 
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S die osculierende von S^ das heisst, sie wird von solchen Ebenen gebildet, 
die zwei unmittelbar folgende Berührungspuncte mit S haben. Diese Ebenen 
sind die sogenannten stationären ^ und ihre Berührungspuncte sind die para- 
bolischen Puncte (31) der Fläche. 

Der Curve, in welcher sich zwei Flächen' iS', T schneiden, entspricht 
die Developpable , die durch die gemeinschaftlichen Tangentialebenen der 
entsprechenden Flächen 5', T entsteht. *) Den gemeinschaftlichen Schnitt- 
pnncten dreier Flächen entsprechen die Ebenen, welche die drei entsprechenden 
Flächen zugleich berühren; den Flächen, welche durch ein und dieselbe 
Curve gehen, die Flächen, welche von ein und derselben Developpablen berührt 
werden; u. a. w. 

Berühren sich zwei Flächen Sy T in einem Punct;^ p, das hcisst, haben 
sie einen gemeinsamen Punct p mit derselben Tangentialebene P, so haben 
die reciproken Flächen ä', T die Tangentialebene P' gemein mit demselben 
Berührungspuncte p', das heisst, auch S\ T berühren sich in einem Puncte 
p\ Wenn S, T sich längs einer Curve berühren, so ihun dies S', T längs 
einer anderen Curve ; u. s. w. 

40. Haben zwei Flächen »'-ter Ordnung eine Curve v/>-ter Ordnung 
gemein, die auf einer Fläche /o-ter Ordnung (iO<Cv) liegt, so schneiden sie 
sich ^ausserdem in einer anderen Curve v(>/— ^^)-ter Ordnung, die auf einer 
Fläche der (v— /t>)-ten Ordnung liegt. 2) ^ Aus diesem Satze erhält man mittelst 
der Methode der reciproken Polaren folgendes andere Theorem: Sind zwei 
Flächen >-ter Classe in eine Developpable v/>-ter Classe eingeschrieben, in 
welche auch eine Fläche />-ter Classe eingeschrieben ist, so gibt es eine 
andere Developpable v(v— ^)-ter Classe, weldie beiden Flächen v-ter Classe 
ynd einer neuen Fläche (y — />)-ter Classe umgeschrieben ist. 

So hat man zum Beispiel fürv = 2, /? = 1:^ 

Gehen zwei Quadriflächen durch dieselbe ebene Curve ^ so schneiden 
sie sich noch in einer audereu ebenen Curve. ^) Und sind zwei Quadri- 



1) Wir haben früher die Anzahl der Puncte gefunden, welche die gemeinsame 
Gurre zweier Fl&chen von den OrdnuDgen ki , i^a individualisieren , ebenso viele 
Tangentialebenen bestimmen die zwei Oberflächen vi-ter und Va-ter Classe gleich- 
zeitig ungeschriebene Developpable. 

2) Man beweist dieses- Theorem , indem man die gegebenen Flftchen durch 
eine beliebige Ebene schneidet nnd beachtet, dass für die entstandenen Curven 
folgender Satz Platz greift: Wenn zwei Curven v-(er Ordnung sich in vp Puncten 
schneiden, die auf einer Curve /?-ter Ordnung liegen, so haben sie noch v{>—p) 
andere Puncte gemein, die auf einer Curve (v— /o)*ter Ordnung liegen. {B nleitung, 
Nr. 43). 

^) Dies findet statt, wenn die beiden QuadriflHchen sich in »zwei Punoten a, bi 
die nicht auf einer gemeinschaftlichen Geraden liegen , berühren. Die Puncte 0, b • 
sind dann ftkr den vollständigen Durchschnitt beider Flächen Doppelpuncte (19); 
folglich schneidet sie die durch a, b und durch einen anderen gemeinschaftlichen 
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■ 

flächen demselben Kegel eingeschcieben, der natürlich von der zweiten Ord- 
nung sein mus6, so haben sie noch einen anderen umgeschriebenen Kegel 
gemein. 



Punct gelegte Ebene ih ein md demselben Kegelschnitte, weil swei Kegels chnitte, 
die drei Puncte gemein haben und in zwei derselben dieselben Tangenten, zu> 
sAmmenfallen. Die durch ab und einen neuen gemeinschafUichen P.unct, der picht 
im obigen Kegelschnitt liegt , gelegte Ebene schneidet somit die Fläche in einem 
andern Kegelschnitt. Umgekehrt, wenn zwei Quadriflächen einen und folglich zwei 
Kegelschnitte gemein haben, so schneidei^ sich letztere in zwei Puncten in der 
Durchschnittsgeraden ihrer Ebenen; in diesen Puncten berühren sich beide Flftchcn. 

Der reciproke Satz lautet; BerIVhren sich zwei Quadriflächen in zwei Puncten, ' 
die nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen, so sind sie in zwei Kegel einge- 
schrieben, deren Scheitel auf der Durchschnittsgeraden der Ebenen A , B liegt^ 
welche in jenen Puncten berühren, und umgekehrt, sind zwei Quadriflächen in 
einen und folglich auch in zwei Kegel eingeschrieben, so berühren sitf sich in zwei 
Puncten, u. s. w. 

Ans der Combination beider reciproker Sätze folgt: Gelten zwei Quadriflächen 
durch ztoei ebene Curven, so sind simatich in zwei Kegel eingeschrieben und^ um- 
gekehrt. 

Ein etwas allgemeineres Theorem ist das folgende: Sind zwei Quadriflächen 
in ein und dieselbe Qtmdrifläche eingeschrieben, so haben sie zwei Kegelschnitte 
gemein. Die beiden Berührungscurven sohneiden sich nämlich in zwei Puncten, 
die auf der gemeinschaftlichen Durchrchnittsgeradcn ihrer Ebenen liegen. In jedem 
dieser Puncte berühren sich die drei Quadriflächen, also hat die erwähnte Eigen- 
schaft statt. Die Ebenen der beiden gemeinschaftlichen Kegelschnitte der beiden 
ersten Flächen gehen durch die beiden Berührungspunete, das heisst durch die 
Dnrcbschnittsgerade der Ebenen der Berührungscurven mit der dritten Fläche. Aus 
dem reciproken Satze findet man ausserdem noch , dass die Scheitel der Kegel, 
welche den beiden ersten Flächen gleichzeitig umgeschrieben sind, mit den Scheiteln 
der Kegel in derselben Ebene liegen, welche denselben Flächen separat längs der 
Berührungscurre mit der dritten Fläche umgeschrieben sind.. Schneiden sich um- 
gekehrt zwei Quadriflächen in zwei Kegelschnitten, so sind sie gleichzeitig in eine 
unbegrenzte Zabl anderer Quadriflächen eingeschrieben, unter denen zwei Kegel 
sind; u. s. w. Diese Eigenschaften der Flächen zweiter Ordnung verdankt man 
Monge, (Correspondance sur T^cole polytechnique , T. 2; p. 321 «. f.) Man ver- 
gleiche PoNCELBT, Proprieles projectives des fignres, Paris 1822. "Supplement. 

Es seien Qt , Qi, Q» drei Quadriflächen , die sich in denselben Puncten a, b 
berühren, und Ai, Bi; At^Bt; Ast Ba die Ebenenpaare, die durch tti b gehen und die 
Kegelschnitte enthalten , in denen sich bezüglich Q^ und Qs , Qs und Qt , Qi und 
Qt schneiden. Es söien jetzt A^ B die Ebenen, die ebenfalls durch a> b gehen 
und in denen die Kegelschnitte liegen, welche Q\ mit einer beliebigen Quadrifläche 
Q des Büschels (Q?, Q5) gemein hat; dann behaupte ich, dass die Ebeneitpaare 
{A^, B2; As, Ba', A, B; ,.,) jn Involution sind. Eine Ebene A, die durch ab 
beliebig gelegt ist, schneidet nämlich Qi in einem Kegelschnitte, welcher in 
a und b alle Flächen des Büschels (Q7, Qz) berührt. Die Quadrifläche dieses 
Büschels also, welche durch einen beliebigen Punct dieses Kegelschnittes geht* 
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Zwei Quadriilächen schneiden sich im^ Allgemeinen in einer Raumcurve 
vierter Ordnung. Haben sie aber eine Gerade (Directrix) gemein, so ist die 
übrigbleibende Durchschnittscurve eine Uaumcurve dritter Ordnung (Cubische 
Raumcurve) y welche jene Gerade in zwei Puncten schneidet, i) Diese 
Curve kann man auch als Ort der Puncte erhalten, in welchen sich drei ent- 
sprechende Ebenen dreier projectivischer Ebenenbüsc^el schneiden. Die Geraden, 
in welchen sich die entsprechenden Ebenen des ersten und zweiten Büschels 
schneiden, bilden ein Hyperboloid, ebenso erzeugen das erste und dritte 
Büschel ein anderes Hyperboloid, und diese beiden Hyperboloide, welche 
die Axe des ersten Büschels gemein haben, schneiden sich ausserdem in 
einer Raumcurve dritter Ordnung. * 

Der reciproke Satz sagt aus, dass zwei Quadriflächen im Allgemeinen 



qpth&lt ihn ganz, und diese Quadrifl&che scbnoidet Qi in einem neuen Kegelschnitt, 
der die Ebene B individualisiert Die Ebenen A, B bestimmen sich eine aus der 
anderen in de» nAmliohen Weise, also bat die ausgesprochene Eigenschaft statt. Unter 
den Flächen des Büschels (Qa, Qs) ist es die aus den Ebenen Ai, B\ zusammeDgesetzte, 
ür welche die entsprechenden Ebenen A, B eben mit diesen Ax, B\ zusammen- 
fTallei)^ folglich sind die drei Ebenenpaare Amt ^\i A^^Bt; As, B^ in Involution. 

Dieses Theorem luhrt zu einer Eigenschaft der 'Flächen beliebiger Ordnung. 
Gegeben zwei Flächen, die sich in einem Puncte a berühren, man sucht die Ge- • 
raden, welche in diesem Puncte die Schnittcurve der Flächen berühren. Man kann 
offenbar bei dieser Untersuchung jeder FlAche eine osculierende Quadrifläche durch 
a substituieren» weü, sobald eine Ebene durch a die beiden osculierenden Quadri- 
flächen in Curven schneidet, welche mindestens drei Paar gemeinschaftliche zu- 
sammenfallende Puncte haben, auch mit den Schnittcurven derselben Ebene mit 
den gegebenen Flächen eine dreifache Berührung statt hat. Da nun eine osculie- 
rende Quadrifläche einer gegebenen Flttdie in einem gegebenen Puncte nur sechs • 
Bedingungen unterworfen ist, und folglich noch drei weiteren Bedingungen genügen 
kann, so dürfen wir annehmen , dass die beiden Quadriflächen sich nicht allein in 
a> sondern auch noch in einem andesen Puncte b berühren. Nun schneiden sich 
die beiden Quadriflächen in zwei Kegelschnitten, deren Ebenen die Tangential- 
ebene in a längs den gesuchten Geraden schneiden. (Olivirb, Sur la construction 
des ttmgents en un poini multiple etc. Journal de T^cole polytechnique. Gab. 2t. 
1S32; p. 307). Hat man endlich drei Flächen, die sich in a berühren, so erhält 
man aus dem oben bewiesenen Satze von den Quadriflächen als CoroUar : Die. 
Tangentenpaare dtr drei Cufl^en in a, in welchen sich die Flächen zu ztoei und 
zwei schneiden, sind in Involution, (Chasles, Apergu Note 10. S. 340 der deutschen 
Uebersetfung). 

1) Diese Zerlegung der Curven vierter Or4nung hat statt, wenn die beiden 
Fl&chen sich in zwei Puncten berühren, die auf einer gemeinsamen Directrix beider 
Flächen liegen. Jede Ebene, welche durch diese Gerade geht, schneidet die beiden 
QuadriAäcben in zwei Generatrizen, eine für jede Fläche, und der Ort der Puncte, 
welche diesen beiden Geraden gentein sind, ist die Gurre, welche zugleich mit der 
gegebenen Directrix den vollständigen Durchschnitt der Oberflächen bildet Diese 
Curve muw also von der dritten Ordnung sein, und die Directrix in den beiden ^ 
Puncten Bfihnelden, in deoen di» beiden Quadriflächen sich berühren. 



t 
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in eine Developpable vierter Classe eingeschrieben sind, die von ihren ge- 
meinacbaftlichen Tangentialebenen erzeugt wird. Haben aber die beiden 
Qaadriilächen eine Gerade gemein, so haben diejenigen gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen, die nicht durch jene Gerade gehen, als Enveloppe eine 
Developpable dritter Classe, von der zwei Tangentialebenen durch die 
genannte Gerade gehen. ^) Diese abwickelbare Fläche kann auch als Enve- 
loppe der Ebenen erhalten werden, welche durch drei correspondierende Puncte 
dreier gerader projecttvischer Punctreihen hindurchgehen ^ die nicht je zwei in 
derselben Ebene liegen. 



C API TEL VI. 

LINEARE FLÄCHENSYSTEME. 

41. In derselben Weise wie für die ebenen Curven 2) beweist man für 

^die Flachen, dass die Punctgruppeu , in denen eine beliebige Gerade die 

Flächen eines Büscifels ^-ter Ordnung schneidet, eine Involution des v-ten 

Gradls bilden. 3) Diese Involution hat 2(v — 1) Qoppelpuncte , folglich hat 

man den Satz : 

• In eCnem Büschel der v-ten Ordnung gibt es 2{v — 1) Flächen^ di^ eine 
gegebene Gerdde berühren, * 



1) Dies ist det Fall, wenn die beiden Fl&chen sich in zwei Plmcten einer ge- 
meinschafllichen Directrix berühren. Gehen daher zwei Qaadriflftohen durch die- 
selbe cubische Baumcurre, so sind sie auch in dieselbe Developpable dritter Classe 
eingeschrieben und umgekehrt. ■ 

Durch einen beliebigen Punct der gemeinsamen Geraden geht eine Goneratriz 
der ersten und eine Generatriz der zweiten Quadrifläche. Die Ebene der beiden 
Generatrixen hat die Developpable diitter Classe zur Enveloppe. Die Tangential- 
ebenen derselben entsprechen projectivisch den Puncten einer Geraden. Man beachte 
ausserdem, dass diese Developpable keine Doppeltangentialebene oder Weodeebene 
haben kann, weil der Punct, in dem eine solche Ebene zwei andere Ebenen schnei- 
den würdef in vier Tangentialebenen l&ge, was dem widersprechen würde, dass es 
eine Developpable dritter Classe ist. Die Charakteristiken derselben sind daher (14): 

;u = 3, ^ = 3, /> = 4, a = 0, ^fc=0, y= I, « = l, f = 0, ^7 = 0, ^ = 0. 

Man sehe des Verfitssers Abhandlung: Sur let cubiquea gauches (Nouvelles 
Ann. de Math. 2«. s^rie, T. 1. Paris; 1862). 

2) Einleitung, Nr. 49. 

3) Umgekehrt gehören die Flächen derselben Ordnung einer einfach unend- 
lichen Reihe, welche von irgend einer Geraden in Punctgruppeu in Involution ge-* 
schnitten werden, zu dem n&rolichen Büschel, weil in Gemässheit der Yorans- 
setznng eiif Punct des Raumes entweder in einer oder in allen FUc&en der 
Reihe liegt. 
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Eine Ebene schneidet die Fläche eines Büschels in Ciirven, die ein 
anderes B tisch el bilden, dessen Basispuncte die Durchschnitte der Transver- 
salebene mit der Basis-Curve des ersten Büschels * sind. Nun gibt es io 
einem ebenen Curvenbüschel v*ter Ordnung 3(J' — 1)*, die einen Doppelpunct 
haben 1); man hat folglich den Satz: 

In einem Büschel v-ter Ordnung gibt es ^{y — !)• Flächen, welche eine 
gegebene Ebene berühren. 

42. Ich nenne diejenige A-faeh unendliche Reihe von Flächen v-ter 
Ordnung ein lineares System ß-ter Stufe und ^-ter Ordnung, welche Xi{v) — /x ge- 
rn einschafthchen Bedingungen in der Art genügen, dass durch ß beliebig im 
Räume angenommene Puncte nur eine einzige Fläche geht; welche den oben- 
genannten Bedingungen Genüge leistet. 2) 

Für ß=\i 2, 3 heisst die Reihe in derselben "Folge Büschel, Nets und 
lineares System im engeren Sinne. ^) 

43. Aus den vorhergehenden Doünitionen folgt sofort, dass alle Flächen 
eines Systemes ß-ier Stufe, welche durch p beliebig gegebene Puncte gehen, 
ein niederes lineares System (At— />)-ter Stufe bilden, welches in dem ge- 
gebenen Systeme enthalten ist. 

Diejenigen Flachen desselben ersten Systems, welche durch andere /? 
gegebene Puncte gehen, bilden ein zweites niederes lineares System (ß — /^-ter 
Stufe. Haben die beiden Gruppen von p und p' Puncten a tuncte gemein, und 
ist p-j^p' — ^'<ßf so bilden die tlächen, welche durch die p-jrP' — ^ ver- 
schiedenen Puncte gehen, ein lineares System (ß — p — p'-\-<T)-ter Stufe, welches 
sowx)hl im' Systeme iß—p)-ter Stufe als in dem (/*— /t>')-ter Stufe enthalten 
ist. ^ aber p-\-p'—<r-=zß, so bestimmen die />+/o'— ö" verschiedenei^ Puncte 
eine einzige Fläche, welche den beiden niederen Systemen (/*— /o)-ter und 
(ß^p'yiQv Stufe gemein ist. *) 

Ein lineares System der ß tcn Stufe ist durch A+1 Flächen derselben 
Ordnung bestimmt, welche nicht ein und demselben linearen System nie- 
derer Stufe angehören. Es seien nämlich Üi, Uz, . . . , ü/i^i die ß+l ge- 
gebenen Flächen, und man suche die Fläche des Systems, welche durch die 
Puncte 01 02, 03, ... , 0^j4_j, 0yc£ geht. Die Flächenpaare {UiUt),{üiUa)f 



1) Einleitung, Nr. 88. * 

') JoNQui^REs, EtudcB 8ur les aingulariten des sur/aees (dgSriques (Journal 
de LiouTille, 2® (Exp.) sdrie. T. 7; 1863). 

3) Die Ebenen j welche durch eine Gerade gehen, bilden ein Büschel ; die 
Ebenen, die säxnmtlich durch einen festen Punct gehen, bilden ein Netz (Bündel), 
und alle Ebenen des Baumes bilden ein lineares System im engern Sinne 

4) Hicrans ergibt sich zum Beispiel, dass zwei in einem Netz enthaltene 
Büschel eine Fläche gemein haben; dass ein Büschel und ein Netz, die in einenn 
linearen Systeme im engern Sinne enthalten sind, eine Fl&che gemein haben ; dass 
zwei Netze, die in einem linearen Systeme im engem Sinne sich befinden, eine 
unbegrenzte Zahl von Flächen gemein haben^ die ein Büschel bilden^ u. b. w* 



/ 



t • 
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. . .f{Uiüß)(UiUfi^\)y individualisieren ß Büschel, in denen es /e Flächen 
gibt, die sämmtlich durch i§ß gehen. Nehmen wir an, dass diese fi Flächen 
ein lineares System der (/£— l)-ten Stu(p bestimmen, so ist diejenige Fläche 
dieses Systems, welche ausserdem noch durch Oi>0^> . . .; Ofi^\ geht, die 
verlangte. Also ist der Satz fiir ß bewiesen, wenn er für fi — 1 besteht, er 
findet aber statt für A^ = 1, /olglich gil^ er allgemein. ^) 



1) Sind 

?7i=0, i7a=0, ...,^A« = 0. üßj^i=Q 

die Gleichungen der gegebenen Flächen, so werden alle Fl&chen des Systems durch 

die Gleichung dargestellt: 

*i ^1+^2^2 + • • • + V^^a+Wi ^A*+l ^^ 
wo die X unbestin^mte Paran^eter sind. Diese Gleichung zeigt, dass eine beliebige 
Fl&che des Systems ein Theil des Büschels ist, das von zwei Flächen gebildet 
wird, deren eine dem niederen Systeme (yo--l)-ter Stufe 

angehört, und die andern dem linearen Systeme (jJL^p)-\eT Stufe 

xp^\üp^\ +x/?-f2^iO-|-2+ . . . + xß^\UfJUf.\ = 0. 

« 

Theilt man also die gegebenen Flächen in zwei Gruppen, die eine ron p die andere 
von /*— /o+l Fl&chen, die zwei lineare niedere Systeme (/?— l)-ter und (/jL—p)'ter 
Stufe individualisieren, und man nimmt beftebig ans jedem dieser niederen Systeme 
eine Fläche als ein Büschel' bestimmend an, so gehören sämmtliche Flächen des 
Büschels dem vollständigen Systeme an, und umgekehrt können alle Flächen des 
vollständigen Systems in dieser Weise erhalten werden. Macht man zum Beispiel 
p= \, so erh&lt man den Satz, dass eine beliebige Fläche des Systems die Fläche 
Z7i =r in einer Curve schneidet, durch welche eine Fläche des niedern Systems 
gebt, das durch {/s = Q, C^^s = 0, . . • . Uji^i = bestimmt ist. 

Aus dem Vorhergehenden resultiert ausserdem noch : Wenn man in einem ge- 
gebenen linearen Systeme p-\-\ Flächen, die nicht demselben Systeme (p — l)-ter 
Stufe angehören, ^annimmt, so dass' sie ein System der /o-ten Stufe bestimmen, so 
gehörei^auch alle Flächen dieses Systems dem gegebenen Systeme an. 

Es ist auch sogleich klar, dass, wenn die Flächen, welche ein lineares System 
individualisieren, einen Punct gemein haben, derselbe in allen Flächen des Systems 
liegt . So gehen för ^ = 1 die Flächen eines Büschets v-ter Ordnung sämmt- 
lict durch dieselbe Curve der Ordnung u\ und folglich schneiden sich die Flächen 
eines linearen Systems fiLzter Stufe, die durch jjl — 1 beliebig gegebene Puncte 
gehen, längs einer Curve y*-ter Ordnung. Für ß = 2 erhält man: Die Flächen 
eines Netzes haben im Allgemeinen u^ gemeinschaftliche Puncte, also schneiden 
sich die Flächen eines Systems ^-ter Stufe, die durch ß—2 beliebig gegebene 
Puncta gehen in andern v^ — ß-\-2 Puncten. (Wir sagen im Allgemeinen, weil die 
Basis eines Ketzes auch eine Curve sein kann, die dann offenbar nothwendig von 
mederer Ordnung als u"^ sein muss. So bilden zum Beispiel die Quadriflächen 
die durch sieben gegebene Puncte gehen ein Netz, und haben im Allgemeinen 
nur noch einen achten .Punct gemein, wenn aber diese sieben Puncte auf einer 
onbiscben Baumcurve liegen, so liegt diese auch auf allen Quadriflächen de« 
I^etKes.) 
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44. Zwei lineare Systeme derselben ;c£-ten Stufe heissen projectivisch; 
wenn die Flächen des einen den efhzelnen Fläoiien des andern in der Art 
entsprechen, dass den Flächen des e^ten Systems, welche ein niederes System 
{ß—p)-t^T Stufe bilden im zweiten Systeme ebenfalls Flächen entsprechen, 
die ein anderes System derselben {ß — /o)-len Stufe bilden. Die beiden nie- 
deren sich entsprechenden Systeme ^sind offenbar projectivisch. 

Da ein Büschel eine einfach unendliche Reihe von Elementen ist, so ist 
die gegenseitige Projectivitat zweier Büschel durch drei Paare entsprechender 
Flächen, die beliebig gegeben oder festgelegt sind, bestimmt. ^) Nehmen 
wir im Allgemeinen für zwei lineare Systeme Ac-ter Stufe an, 'dass den Flächen 
Ulf Ulf . . . , Uß_^^ des ersten Systems, die nicht demselben niedern Systeme 
angehören, der Beibe nach die Flächen Fi, V^j, . . ., Vß^i des. zweiten 
Systems, die ebenfalls nicht zu demselben niederen Systeme gehören, ent- 
sprechen und lassen wir, unter XSp eine Flädhe des BüschtJs {Up ^«-j-i) ^^^ 
unter V« eine solche des Büschels ( V^ F^ i j) verstanden, die Flächen 
Ui,TT2,XJs, . . .,TT^ bezüglich den Flächen yi,Va, . . ., V^ entsprechen, 

ßo ist die projectivische Beziehung zwischeli den beiden gegebenen Systemen 
vollständig bestimmt, das heisst, einer beliebigen Fläche des ersten Systemes 
entspricht eine vollständig bestimmte Fläche des zweiten. Denn eine be- 
liebige Fläche des ersten Systems ti^det einen Theil (43) des Systems nie- 
derer (A*--l)-ter Stufe, das durch Oberflächen gißbildet wird, die bezüglich 
zu den Büscheln (^i, ^y^ufi)» (^a^ytt-j-i) • • •> (^ß^fi^x) g^^ören. Es seien 
diese Flächen die oben durch XSi , TT«, . . . , Vn bezeichneten. Die Büschel 
{Vp'Uff)f{UpU^), die zu demselben Netze (üpü^Ujj^^^) gehören, haben 
eine Fläche gemein, der diejenige Fläche entspricht, welche die Büschel 
iyp^(r)f(^p^<r) gemein haben. Auf diese Weise besteht für die niederen 
Systeme (111,112, . . . ^;A),(Vi,Vg, . . V^) dieselbe Beziehung, wie für 
die gegebenen Systeme /t-ter Stufe. Der Satz gilt also iiir die Systeme 



' Da ein Netz durch drei Flächen individualisiert wird, so gehen durch v^ ge- 
meinschaftliche Puncto dreier Flächen v-ter Ordnung eine unbegrenzte Zahl von 
Fl&chen, die ein Netz bilden. Eine Fl&che der p-ten Ordnung ist durch jK(v) 
Puncto gegeben, also geht durch Xl(v)—2 gegebene Puncte ein Netz von Fl&chen 
derselben Ordnung; drei beliebige dieser Fl&chen schneiden sich in v"* Puncten, 
die gegebenen eingeschlossen, und durch diese v' Puncte geht eine unbegrenzte 
Zahl von Fl&chen derselben Ocdnung, n&mlich die, welche die gegebenen Puncte 
enthalten. Folglich schneiden sich alle Fl&chen v-ter Ordnung, welche Il{v) — 2 
gegebene Puncte enthalten, in andern v^ — n(v)-f-2 Puncten, die durch die ersten 
mit bestimmt sind. tXi*') — 2 beliebig gegebene Puncte bestimmen daher alle Basis- 
puncte eines Fl&chennetzes v-ter Ordnung. Lam^» Examen des diß^rentei nU- 
thodea etc. Paris 1848. — Plueckeb, Becherchea sur les eur/aces olgsbriques» 
(Annales de Oergonne. T. 19). 
1) Evnleitung, Nr. 8. 
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/*-ter Stufe, ■wenn er für Systeme (ß—iyter Stufe statt hat. Er ist aber 
für Büschel bewiesen, das heisst für fi=l, folglich besteht er allgemein. ') 

45. Ein i^foeiiennetz besteht aus allen Ebenen, welche durch ein und 
denselben Punct (Mütelpunct) gehen. Strahlen des Netzes hetssen die Geraden 
die «dorch den Mittelpunct gehen. 

Zwei Ebenennetze heissen recipi'ohj wenn die Ebenen des einen den 
Strahlen des andern einzeln entsprechen, in der Art, dass den Ebenen des 
einen Netzes, die ein Büschel bilden, das heisst, die durch ein und denselben 
Strahl gehen» im andern Netze die Strahlen eines Büschels entsprechen, das 
heisst die Strahlen, die in ein und derselben Ebene durch denselben Punct 
gehen. Daii Ebenenbüschel und das entsprechende Strahlenbüschel sind 
projectivisch. 

Ebene Punctreihe ist der Complex aller an Zahl 'zweimal unendlicher 
Puncte einer Ebene. Strahlen einer ebenen Punctreihe sind die Geraden, 
die sie enthält. 

Zwei ebeire Punctreihen heissen reciproh^ wenn den Puncten der einen 
die Strahlen -der andern in der Art entsprechen, dass den Puncten der einen 
Ebene, die eine gerade Punctreihe bilden, das heisst sämmtlich auf einem 
Strahle liegen, in der andern Ebene die Strahlen eines Büschels, das heisst, 
die Strahlen entsprechen, die sich in einem Puncte kreuzen. Die gerade 
Punctreihe und das entsprechende Strahlenbüschel sind projectivisch. 

46. Gegeben zwei- reciproke Ebenennetze deren Mittelpuncte »yHi sind. 
Man verlangt den Ort P der Puncte, in welchen die Strahlen des ersten 
Netzes die entsprechenden Ebenen des zweiten Netzes schneiden. Eine 
Ebene A die beliebig durch i& gelegt ist, enthält ein Strahlen büschel des 
ersten Netzes und schneidet die entsprechende Ebene des Netzes («i) in 
einem zweiten Strahlen büschel, dessen Mittelpunct der Punct a ist, in wQlchem 
die Ebene A von dem Strahle ai getroffen wird, der ihr im Netze (so) ent- 
spricht. Da beide Strahlenbüschel projectivisch sind, so erzeugen sie einen 
Kegelschnitt, der durch « und a geht, das heisst, jede beliebige Ebene durch 
% schneidet P in einem Kegelschnitte. Da der Punct a auf dem Kegel- 
schnitte liegt, so geht die Ebene ^i,* welche dem Strahle i»a = a entspricht, 
durch a ; dieser Punct ist aber auch der Durchschnitt der Ebene A mit dem 
Strahle »i a = ai , und folglich ist die Fläche P auch der Ort der Puncte, 



l) Angenommen den Fl&chen 
t;,=0,«7i = 0,..., 27;u+i'=0; ü,= C/^i+r7At+i = 0,U« = 27«4. ZZ/z+i = 0, . . . , 

dos er>ten Systems entsprächen die Flächen 
F, = 0, r, =0,,... ., Vß^i =0; Vi=F|+F;:i+i = 0, V,=F«^F/i+i = 0, . . ., 

VA=F/it-l-FA4.i = 
des zweiten, so sind zwei beliebige entsprechende Flächen durch die Gleichungen 
dargestellt : 

^xi F, +x, FH- . . . +x^^i F^^i = 0. 



\ 
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• 
in denen die Strahlen das zweiten Netzes die entsprechenden Ebenen des 
ersten treffen. Man kann daher in derselben Art beweisen, dass P auch 
von jeder Ebene, die durch «i geht, in einem Kegelschnitte getroffen wird. 
Die Fläche kann liicht mehr als zwei Puncto mit einer beliebigen Geraden g 
gemein haben. Denn der Kegelschnitt, welcher P und der Ebene ag ge- 
mein ist, schneidet g nur in zwei Puncten. Folglich ist P eine Fläche 
zweiter Ordnung. 

Ein Strahl g des ersten Netzes trifft P ausser in » noch in einem 
zweiten Puncte, dem Durchschnittspuncte von g mit der entsprechenden 
Ebene 6r, des zweiten Netzes. Dieser zweite Punct ist dem Puncte » un- 
endlich" nahe, wenn Gi durch »^i geht, folglich entspricht dei^ Strahle Mi 
des zweiten Netzes die Tangentialebene von P in jb, und dem analog ent- 
spricht die Tangentialebene in jSj dem Strahle »ii& des ersten Netzes. 

Es sei S die Tangentialebene in », Dann bilden die Stralilcn, die in 
dieser Ebene durch g gehen, ein Büschel und entsprechen den Ebenen, die 
durch »iSi gehen. Diese scheiden S in Geraden, die ein Büschel bilden. 
,Die Büschel sind projectivisch und haben entweder zwei reell» verschiedene 
Strahlen gemein, oder zwei zusammenfallende gemeinsame Strahlen, oder 
keine zusammenfallende Strahlen, oder es fallen endlich alle Strahlen zusammen. 
Im ersten Falle ist die Flache windschief, im zweiten ist sie ein Kegel, im 
dritten ist sie eine Fläche mit elliptischen Puncten (25). -Im letzten Falle 
besteht die Fläche P aus der Ebene S und einef zweiten Ebene. ^) 

47. Umgekehrt beweist man leicht, dass jede beliebige gegebene Fläche 
zweiter Ordnung auch auf unendlich verschiedene Arten mittelst zweier 
reciproker Ebenennetze erzeugt werden kann, deren Mittelpuncte zwei be- 
liebig auf ihr angenommene Puncte sind. Und hieraus ergibt sich die Con- 
struction einer Quadrifiäche von der neun Puncte gegeben sind. 2) 

Analog kann man den Satz aussprechen. Sind zwei ebene Puoct- 
reihen reciprok, so ist die Enveloppe der Ebenen, die durch einen beliebigen 
Punct der einen Ebene und den entsprechenden Strahl der anderen Ebene 
bestimmt werden, eine Oberfläche zweiter Classe. Eine Flache zweiter Classe 
kann umgekehrt immer auf unendlich "Verschiedeoe Arten mittelst zwei be- 
liebiger von ihren Tangentialebenen erzeugt werden, die reciproke ebene 
Punctreihen sind. 



1) Seidewits, lionstruJction und Klassifikation der Flächen des zweiten Graden- 
mittelst projehtivischer Gebilde (Qrunert's Archiv für Math, und Phys. Bd. 9 S. 187)* 

— Man rergleiche auch Beyb, Geometrie der Lage (Hannover; 1868) 2. Abth. S. 26. 

2) SoHROETER, Problematis geometrici ad superficiem secimdi ordinis per data 
puncta construendam spectantis solutio nova (V'ratislaviae ; 1862). 
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CAPITEL Vn. 

EINHÜLLENDE FLÄCHEN. 

48. Hat man eine einfach unendliche Reihe von Flächen y-ter Ordnung, 
die ]|(v) — 1 gemeinschaftlichen Bedingungen unterworfen sind, so kann man 
diese Flächen als ebensoviele Lagen einer Fläche betrachten, welche gleich- 
zeitig die Lage und die Gestalt im Räume nach einem gegebenen Gesetze 
▼erändert. *) 

Es seien 8,8^,8", S"',.,. aufeinanderfolgende Flächen der Reihe oder 
auch aufeinanderfolgende Lagen der variablen Fläche und B der Ort aller 
zu SS',S'S'*,8"S"',.,. analogen Curven. Die Fläche 8 wird dann durch 
8' längs der beiden unmittelbar folgenden unendlich nahen Curven 88, 8' ff' 
geschnitten. Dieser Eigenschaft halber heissen die Flächen 8 eingehiiüie 
Flächen; 8 heisst die einhuUende Fläche und der Curve, in welcher sich 
zwei unmittelbar folgende eingehüllte Flächen schneiden, das heisst der 
Berührungscurve zwischen der einhüllenden Fläche und einer der eingehüllten 
Flächen gibt man den Namen Charakteristik der Einhüllenden. ^) 

Sind die Flächen 8 Ebenen, so ist 8 eine Developpable und ihre 
Charakteristiken sind die Generatrixen (7). 

49. Die Fläche 8 ist offenbar der Ort der Puncto, durch welche zwei 
unmittelbar folgende Eingehüllte gehen. Daher ist jeder Punct, in dem sich 
zwei, drei, . . . verschiedene Paare succef siver eingehüllter Flächen schneiden, 
das heisst zwei, drei, . . . verschiedene Charakteristiken , für 8 respective 
ein Doppelpunct (Biplanarpunct), ein dreifacher Punct (Triplanarpunct) . . . 
Die Fläche 8 hat also im Allgemeinen eine Doppel- oder Knotencurve, den 
Ort der Puncto, in denen sich zwei nicht unmittelbar folgende Charakteri- 
stiken schneiden, und auf dieser Curve gibt es eine bestimmte Zahl von drei- 
fachen Puncten. 

Ebenso ist ein Punct für 8 ein Uniplanarpunct, wenn sich in ihm zwei 
unmittelbar folgende Charakteristiken schneiden. Die Fläche besitzt folglich 
eine Cuspidalcurve, den Ort der Durchschnittspuncte aufeinanderfolgender 
Charakteristiken. Diese Curve wird von jeder Charakteristik in dem Puncto 
berührt, den dieselbe mit der nächstfolgenden Charakteristik gemein hat. 

Die Cuspidalcurve ist der Ort der Puncto, in denen sich drei *aufein- 
anderfolgende Eingehüllte treffen. Es können darunter eine bestimmte Zahl 



1} In der Art, dass die successiven Lagen der variablen Fl&che von den 
Werthen abhängen, die ein veränderlicher Parameter annehmen kann. « 
Ä) MoTfOB, Application de Vanalyse h la giometrie, §. VI. 
C&SNOiTA, Oberflficben. 4 
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von Piincten sein, von denen jeder in vier aufeinanderfolgenden Eingehüllten 
L'egt, das heisst in drei unmittelbar folgenden Charakteristiken. Diese Puncte 
würden offenbar Spitzen der Cuspidalcurve sein und würden wegen des 
Durchschnitts der ersten mit der dritten Charakteristik auch der Doppel- 
curve angehören. Die Puncte, in denen sich zwei unmittelbar folgende 
Charakteristiken und eine andere nicht unmittelbar folgende schneiden, sind 
Spitzen der Doppelcm've und liegen auch in der Cuspidalcurve. 

50. Um ein Beispiel zu geben, möge die Reihe der Flächen S so be- 
schaffen sein, dass durch einen beliebigen Punct des Raumes zwei dieser 
Flächen gehen. Dann ist die Fläche S der Ort der Puncte, für welche die 
beiden Flächen S zusammenfallen.- Da jeder Punct der Fläche S auf einer 
einzigen eingehüllten Fläche liegt, und zwar auf der, welche S im besagten 
Puncte berührt, so folgt, dass alle gemeinschaftlichen Puncto zwischen S und 
einer Eingehüllten Berührungspuncte dieser beiden Flachen sind. Aber die 
Berührungscurve zwischen S und einer Fläche S ist der Durchschnitt dieser 
letztern mit der nächstfolgenden Eingehüllten, und ist daher eine Cnrve 
v'-ter Classe. S ist also eine Fläche 2v-ter Ordnung. Auf derselben exi- 
stiert weder eine Doppelcurve, noch eine Cuspidalcurve, weil kein Punct 
des Raumes nur in drei Flächen S liegt. 

Drei eingehüllte Flächen schneiden sich in v** Puncten, die nothwendig 
allen Flächen S angehören, da sie nicht in einer endlichen Zahl von Flächen, 
die grösser als 2 ist, liegen können. In jedem dieser Puncte wird 8 von 
der Ebene berührt, die in ihm eine der eingehüllten Flächen berührt. 
Folglich sind alle diese Puncte für die Fläche S Doppelpuncte, und durch 
dieselben gehen nicht blos die Flächen 5, sondern auch alle Berührungs- 
curven der Fläche 8 mit den Eingehüllten. 

Da die Berührungscurve zwischen S und der Eingehüllten S der Durch- 
schnitt der letzteren Cnrve mi^ der nächstfolgenden Eingehüllten ist, so ist 
die genannte Curvtf — das heisst eine beliebige Charakteristik von 8 — 
die Basis eines Flächenbüschels v-ter Ordnung (20). Die Berührungscurven 
zweier beliebiger Eingehüllten haben v^ Puncte gemein, und folglich hat die 
Fläche v-ter Ordnung, die durch die erste Curve und einen beliebigen Punct 
der zweiten gfeht, mit letzterer v^+1 Puncte gemein, das heisst, sie enthält 
sie vollständig. Zwei nicht unmittelbar folgende Charakteristiken der Fläche 
S liegen also auf ein und derselben Fläche v-ter Ordnung. 

Lässt man durch eine Charakteristik von 8 eine Fläche v-ter Ordnung 
gehen, so schneidet diese 8 in einer andern Curve v'-ter Ordnung. Es sei 
X ein beliebiger Punct dieser Qurve. Dann enthält die Oberfläche v-ter 
Ordnung, die durch die gegebene Charakteristik und durch x geht, auch 
die Charakteristik, auf der x liegt, und jede Fläche v-ter Ordnui^ also, die 
durch eine Charakteristik gelegt ist, schneidet 8 längs einer andern Cha- 
rakteristik. V 

Alle anj^logen Flächen, deren jede 8 in zwei Charakteristiken schneidet, 
gehen durch die v^ Doppelpuncte der einhüllenden Fläche. Diese Puncte^^ntstan- 

\ 

\ 
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den durch den Durchschnitt dreier Flächen v-ter Ordnung^ hilden die Basis eines 
Netzes (43). Umgekehrt schneidet jede Fläche des Netzes 8 in zwei Charak- 
teristiken. Denn denken wir uns eine solche Fläche durch zwei Functe, die 
heliehig auf S angenommen sind, bestimmt, so liegen die beiden Charak- 
teristiken, die durch diese Functe gehen, auf derselben Fläche v-ter Ordnung, 
folglich u. 8. w. Zu dem Netze gehören auch die Eingehüllten S. Diese 
sind davon diejenigen Flächen, welche 8 in zwei unmittelbar folgenden 
Charakteristiken schneiden. 



CAPITEL VIII. 

WINDSCHIEFE FLÄCHEN. 

51. Eine Fläche heisst eine Regelfldche, wenn sie durch Bewegung einer 
geraden Linie erzeugt werden kann. Eine Regelfläche ist also eine einfach 
unendliche Reihe von Geraden (GenercUrixen) . 

Liegen zwei unmittelbar folgende Generatrix^n stets in derselben Ebene, 
80 bilden die Durchschnitte der aufeinanderfolgenden Generatrixen eine Curve, 
deren Tangenten eben diese Generatrixen sind. Die Regelfläche ist also in 
diesem Falle eine Developpable (abwickelbare Fläche). 

Die Regelflächen, die nicht abwickelbar sind, heissen windschief fgobhe, 
gauches, skew) oder geradlinigy ^) das heisst eine windschiefe Fläche ist ein 
Ort, der durch eine Gerade erzengt wird, von der zwei unmittelbar folgende 
Lagen im Allgemeinen nicht mehr in derselben Ebene enthalten sind. 

Die windschiefe Fläche der zweiten Ordnung lässt zwei Systeme gerad- 
liniger Generatrixen zu, das heisst zwei einfach unendliche Reihen von 
Geraden (24). 

52. Es sei S eine gegebene windschiefe Fläche, g eine ihrer Genera- 
trixen, m ein Funct beliebig auf g gelegen; es seien ferner g\ g" die auf g 
folgenden Generatrixen. Die Gerade g ist o^enbar eine der beiden Oscu- 
lierenden der Fläche in m (1,6) und es geht folglich die Tangentialebene 
durch g, was auch der Berührungspunct m ist. Die Gerade, welche durch 
m geht und g' und g*' schneidet, enthält drei unendlich nahe Puncte der 
Fläche, ist also die zweite Osculierende und bestimmt in Verbindung mit g 
die Berührungsebene M in m. 

Umgekehrt berührt jede beliebig durch g gelegte Ebene M die Fläche 



1) BellavitiSi Geometria dcscritiiva (Padova 18615 p. 90). 
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in einenr Puocte dieser Generatrix. Die Gerade, welche in der Ebene M 

♦ 

so gezogen ist, dass sie g' und g" schneidet, trifft g im BerUhrungspuncte m. ^) 
Es ist auf diese Weise klar, dass längs der Generatrix g jeder Punct 
eine einzife Ebene M individualisiert, und. umgekehrt jede Ebene M nur 
einen einzigen Punct m. Die. Reihe der Puncto m und das Büschel der 
Ebenen M sind also zwei projectivische Gebilde, und es ist folglich das 
Doppelverhältniss von vier Tangentialebenen, die durch dieselbe Generatrix 
gehen, gleich dem Doppelverh'ältnfss der vier BerUhrungspuncte. 2) 

53. Zwei windschiefe Flächen mögen jetzt eine gemeinschaftliche Gene- 
ratrix g haben. Eine durch g beliebig gelegte Ebene M berührt die eine 
Fläche iif einem Puncte m und die andere in einem zweiten Puncte m'. Lässt 
man M variieren, so erzeugen die beiden Puncte m, m! zwei projectivische 
Punctreihen, bei denen zwei Puncte mit ihren bezüglich entsprechenden 
Puncten zusammenfallen; die beiden Flächen berühren sich folglich in zwei 
Puncteu der gemeinschaftlichen Generatrix. Wenn sie sich nun in drei 
Puncten von g berührten, so fielen die Puncte m, m' immer zusammen, das 
heisst, die beiden Flächen würden sich längs der ganzen* gemeinsamen Gene- 
ratrix berühren. 3) 

54. Ist eine windschiefe Fläche von der Ordnung v, so trifft eine be- 
liebige Gerade ^ Generatrixen und jede von ihnen bestimmt mit jener Ge- 
raden eine Tangentialebene. Es gibt also > Tangentialebenen, die man 
durch die beliebige Gerade legen kann, das heisst, eine windschiefe Fläche 
v-ter Ordnung ist auch v-ter Classe und umgekehrt. ^) Um die Begriffe 
Ordnung und Classe auf einmal zu umfassen, sagen wir, eine wind- 
schiefe Fläche ist vom i^-ten Grade , wenn eine beliebige Gerade ^ Genera- 
trixen trifft. 

55. Eine Ebene üf, die eine gegebene windschiefe Fläche v-ten Grades 
in einem Puncte m berührt, schneidet die Fläche in einer geradlinigen Gene- 
ratrix g und einer Curve {y — l)-ter Ordnung. Diese trifft ^ in m und in 
V — 2 anderen Pancten. Jeder derselben ist ein Doppelpunct der« Fläche, 
da er kein wirklicher Berührungspunct der Ebene mit der Fläche sein kann, 
und verändert sich nicht, wie auch die Ebene M Mtn g rotiert. Die Curve 
(y — l)-ter Ordnung ist in der That der Ort der Puncte, in denen die Ebene 



1) Die Fläche S und das durch die Directrizen g, g\ g" bestimmte Hyperboloid 
OBCulioren sich längs der Geraden g. In jedem Puncte derselben haben sie die 
nämliche Tangentialebene und die n&mlichen Osculierenden. Jedes andere Hyper- 
boloid, das durch die Geraden g, g' geht, hat l&ngs g mit 8 einen Contact erster 
Ordnung. (Hachette, Supplement ä la giomitrie descriptive de Monge, 1811.) 

'2) Chasles, Memoire eur lee mr/aces engendrees par une ligne droüe ete, 
(Correspondence math^matique et physiqae de Bruxelles, T. 11). 

3) Hachettr, o. a, 0. ; — TraiU de geometrie descriptivey Paris 1822. p. 84. 

4) Cavley, On tke theory o/ eketv ^r/aces (Cambridge and Dublin mathe* 
matical Journal, T. 7; 1852). 
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Af von Generatrixen ausser g geschnitten wird. Die auf g folgende Generatrix 
trifft M in dem auf den Berührungspunct m der Tangentialebefle mit der Fläche 
unmittelbar folgenden Puncte der Curve; durch die anderen v— 2 gemeinschaft- 
lichen Durchschnittspnncte der Geraden g mit der Curve gehen also eben- 
BOTiele nicht unmittelbar folgende Generatrixen. Ein Pnnct, in dem sich 
zwei getrennte Generatrixen schneiden, ist für die Fläche ein Doppelpunct, 
weil man, wenn man, wie es oben (52) geschehen ist, die auf obengenannte 
Generatrixen jedesmal folgenden Generatrixen betrachtet, findet, dass in diesem 
Puncte die Fläche zwei verschiedene Tangentialebenen zulässt. Oder man 
kann auch darauf Rücksicht nehmen, dass. der Durchschnittspunct zweier 
Generatrixen, die nicht unmittelbar aufeinander folgen, zwei zusammen- 
fallende Dnrchschnittspuncte der Fläche mit jeder beliebigen Geraden dar- 
stellt, die durch ihn gezogen ist, da diese Gerade nicht mehr als v — 2 andere 
Generatrixen schneiden kann. Die Fläche hat daher eine Doppelcurve, die 
von jeder Generatrix in v — 2 Pnncten getroffen wird. >) In jedem Puncte 
dieser Curve hat die Fläche zwei Tangentialebenen die respective durch die 
beiden Generatrixen gehen, welche sich in dem Puncte kreuzen und sich 
in einer Geraden schneiden, welche die Tangente der Doppelcurve ist. 

Aus der reciproken Sigenschaft zieht man den Satz, dass die Ebenen, 
die zwei nicht unmittelbar folgende Generatrixen enthalten, zur Envel^ppe 
eine doppelt berührende — der windscljiefen Fläche doppelt umgeschriebene — 
Developpable haben, die v — 2 Tangentialebenen besitzt durch jede Generatrix 
der gegebenen Fläche. Jede Ebene, die zwei nicht .unmittelbar folgende 
Generatrixen enthält, berührt die gegebene Fläche in zwei Puncten, nämlich 
in denjenigen, in welchen die vorgedachten Generatrixen von der Berührungs- 
generatrix zwischen der doppeltberührenden Developpablen und besagter 
Ebene geschnitten werden. 

56. Eine windschiefe Fläche hat im Allgemeinen einige singulären Genera- 
trixen, die von den unmittelbar folgenden Generatrixen getroffen werden. 
Reffen sich zwei unmittelbar folgende Generatrixen g, g*, so berührt 
die Ebene, die sie enthält, die Fläche in allen Puncten von g, wie es bei 
den Developpablen eintritt. Diese Ebene kann also als eine stationäre Ebene 
angesehen werden,^die eine unbegrenzte Zahl — parabolischer — Bertihrungs- 
puncte besitzt, die längs einer Geraden continuierlich aufeinander folgen. 
Jede Gerade, die in dieser Ebene liegt, ist Tangente der Oberfläche in einem 
Puncte der Generatrix g, und der Pnnct gg' kann als ein stationärer Punct 
mit unendlich vielen Tangentialebenen angesehen werden, die sämmtlich 
durch g gehen; jede Gerade, die durch den Punct gg' geht, ist Tangente 
der Fläche in einer Ebene, welche die Gerade g enthält. Die Zahl dieser 



1) Caylet, o. a. 0. An Stelle der y—2 Doppelpuncte auf jeder Generatrix 
kann man in gewissen Fällen eine äquivalente Zahl dreifisusher, vierfacher . . . . 
Puncte haben; das heisst die Doppelcurve kann durch eine äquivalente Curve von 
höherer Moltiplicit&t ersetzt werden. 
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singulären Piincte und Ebenen ist für eine Fläche gegebener Ordnung end- 
lich, und folglich lässt dieselbe weder eine Cuspidalcurve noch eine oscu- 
lierende Developpable zu. Das heisst, der durch eine beliebige Ebene er- 
zeugte Schnitt hat keine Spitze, und der umgeschriebene Kegel , dessen 
Scheitel ein beliebiger Punct ist, hat keine Wendeebenen. 

In gewissen Fällen hat die Fläche auch Doppelgeneratrixen. Eine solche 
repräsentiert zwei zusammenfallende Generatrixeu für jede Ebene, die durch 
sie hindurchgeht. Jede Gerade, die sie schneidet, trifft im Schnittpuncte 
die Fläche in zwei zusammenfallenden Functen. 

Die Classe eines umgeschriebeneu Kegels ist (38) gleich der der gegebenen 
Fläche, das heisst gleich v. Ist daher "h die Zahl der Bitangential ebenen 
des Kegels, das heisst die Zahl der Ebenen, die durch den Scheitel gehen 
und zwei Geueratrixen der Fläche enthalten, so ist die Ordnung des Kegels 
gleich v{y — 1) — 2c). Aber die Ordnung des Kegels ist offenbar gleich der 
Classe der Curve, die man erhält, wenn man die windschiefe Fläche dnrch 
eine Ebene schneidet, die durch den Kegelscheitel geht. Die Classe dieser 
Curve ist v(v— 1) — 2<?, wo d die Zahl der Doppelpuncte derselben ist* 
Folglich hat man "6 = d^ das heisst, die Classe der doppcllb'erükrenden Deve- 
loppablen einer windtfchiefen Fläche ist gleich der Ordnung der Doppelcurve, ^) 

bl. Zwei krumme Linien — ebene oder Raumcurven — heissen pro- 
jestivische krurame Punctreihen, wenn die Puncte der eilten den Puncten der 
anderen einzeln in der Art entsprechen, dass mau die beiden Curven sich 
gleichzeitig durch die Bewegung zweier Puncte erzeugt denken kann und 
dabei einer beliebigen Lage des ersten oder zweiten Mobils nur eine ein- 
zige Lage des zweiten oder des ersten Mobils entspricht. 

Wir nehmen jetzt an, in zwei Ebenen P, P' seien zwei projectivische 
krumme Punctreihen gegeben ; es sei >' die Ordnung der ersten, ^ die Zahl 
der Doppelpuncte mit verschiedenen Tangenten, und x' die Zahl der Doppel- 
puncte mit zusammenfallenden Tangenten — Spitzen — ; >''y ^*\ x" die ana- 
logen Zahlen für die zweite Curve. ^) Was ist dann der Grad der wind- 
schiefen Fläche, die der Ort der Geraden ist, welche zwei entsprechende 
Puncte x'y x" der beiden Curven verbindet? Das heisst, wie viele Gerade 
%'%** werden von einer beliebigen Geraden r geschnitten? Eine beliebig 
durch r gelegte Ebene schneidet die erste Curve in v' Puncten x\ denen 
ebensoviel Puncte x" entsprechen, die im Allgemeinen in v* verschiedenen 
Ebenen des Büschels (r) liegen. Eine beliebige Ebene durch r schneidet 
umgekehrt die zweite Curve in v*' Puncten x'\ denen v'* Puncte jc' entsprechen, 
die in ebensovielen Ebenen des zweiten Büschels (r) liegen. Jeder Lage 
der Ebene rx\ sieht man also, entsprechen v' Lagen der Ebene rjt", und 
jeder Lage der Ebene rjc" in ähnlicher Weise ^'^ Lagen der Ebene rjr*. 



1) Caylbt, a, a, 0, 

2) Ist darunter ein /o-facfaer Punct, so zählt dieser für ^f— a— Doppelpuncte. 

j • « 



/ 
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Doch gibt es v' + v" Fälle, dass zwei eutsprecheude Ebenen r.r', 7'jr" «u- 
sammenfallen. Durch r gehen also v' + v" Ebenen, von denen jede zwei 
entsprechende Puncte beider Cnrven verbindet, und es ist demnach der 
Grad der windschiefen Fläche, welche der Ort der Geraden x'x" ist, gleich 
v' + v". — Oüenbar verändern sich der Beweis und die sonstigen Schlüsse 
nicht im Mindesten, wenn man an Stelle der beiden ebenen Curven zwei 
Raumcurven oder eine Raumcurve und eine ebene Ciirve annimmt, deren 
Ordnungszahlen bezügHch v' und >" sind. 

Die Curve (>") trifft die Ebene F* in u" Puncten x" und die Geraden, 
welche diese Puncte mit den entsprechenden Puncten je' verbinden-, sind 
ebenso viele Generatrixen der Fläche. Da die Ebene P' v" Generatrixen 
enthalt, so ist sie für v" Puncte — einen für jede Generatrix — Tangential- 
ebene, und der durch sie erzeugte Schnitt der Fläche besteht aus diesen 
y'* Gei;^den und der Curve (v'). Dieser Schnitt hat 

"'""+ 1T2 +'^+*' 

Doppelpuncte ; zieht man hiervon die v" Beriihrungspuncte ab, so drückt 
der Rest u'Yv"_<t^ 

die Ordnung der Doppelcurvc der Fläche aus. Betrachtet mau analug den 
Schnitt der durch P" entsteht, so erhält man die Ordnung der Doppelcurve 
ausgedrückt durch 



Man findet also identisch 

v'\V" — 3) 
1 .2 

oder, was dasselbe ist: 



II 1.2 ' 



-{^+^') = ^"" l^^ —^i^' + n- 



1.2 

Bezeichnen wir nun mit dem Namen Geschlecht einer Curve (v') die Zahl 

— m (*^')' 

80 können w^ir schliessen: Zwei ebene projectimsche krumme BunctreHien sind 
von demselben GescMecht. 

Da nach den Formeln von Plückeb 
ist, i) wo fx' die Classe der Curve (v*), t' die Zahl ihrer Doppeltangenten, 



1) Diese Gleichung kann auch als eioe Folgerung aus dem eben bewiesenen 
Theorem angesehen werden, da zwei reciproke ebene Cunren augenscheinlich pro- 
jeetiTiBche Punctreihen sind. 
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und c' die der Wendetongenten ist, so ist das Greschlecht der Curve auch 
ausgedrückt durch (^._i)(;»._2) 

— rT2 (^+''- 

Es ist klar, dass zwei ebene Schnitte derselben windschiefen Fläche 
projectivische Fnnctreihen sein müssen, wenn man nar als entsprechende 
Pancte diejenigen annimmt, welche auf derselben Generatrix liegen, und sie 
sind also auch Curven von demselben Geschlecht. Ist die Fläche vom 
Grade v und hat sie eine Doppelcurve, deren Ordnungszahl ^ ist^ so ist 

das G.eschlecht eined beliebigen ebenen Schnittes gleich -^ ~^- — • — ^^ 

Ist also eine windschiefe Fläche vom i^-ten Grade und vom Gescl\Jechte 
^y das heisst ist ?r das Geschlecht eines ebenen Schnittes, so ist die Ord- 

nung der Doppelcurve gleich i --^-— — - — ;r. Diese Zahl kann nun 

nicht kleiner sein als v<— 2, da dieses die Zahl der Puncte ist, in denen die 
Doppelcurve von jeder Generatrix getroffen wird. Wenn die Fläche keine 
Doppelgeraden enthält, durch welche die Ebenen gehen müssen, welche 
zwei verschiedene Generatrixen enthalten, so muss die Ordnung der Doppel- 
curve sogar mindestens 2v — 5 sein, da zwei Generatrixen, die sich schneiden, 
diese Zahl von Doppelpuncten besitzen. 

58. Unter Geschlecht einer Eaumcurve wollen wir das Geschlecht irgend 
einer Perspectivcurve verstehen. Es sei nun ^ die Ordnung der Curve, a 
die Zahl ihrer scheinbaren und wirklichen Doppelpuncte und ß die Zahl der 
stationären Puncte; dann ist die Perspectivcurve ^) von der v-ten Ordnung 
und besitzt & Doppelpuncte und ß Spitzen, sie ist also eine Curve vom 
Geschlechte (,_i.)(,_2) 

1.2 -(''+P>- 
Aus den Formeln Cayley's hat man nun ^) : 

Dies sind also ebensoviele Ausdrücke für das Geschlecht einer Raumcurve. 

Da eine Raumcurve und ihre Perspectivcurve offenbar zwei projectivische 
Punctreihen bilden, so köi^pen wir schliessen : Zwei beliebige ebene oder Raum- 
curven, die projectivische Punctreihen bilden, sind von demselben Gesdilecht. 3) 

Die Eintheilung der ebenen und Raumcurven und damit auch der Kegel 
und der Developpablen , sowie der windschiefen Flächen als Reihen von 

1) Das heisst ein ebener Schnitt eines Perspectirkegels der Raumcurve (12). 
9) Hier bedeuten die Zeichen 

A> Pf «, r» f> ??» ^ 
dieselben Zahlen, wie sie oben (10, 12) auseinander gesetsf sind. 

3) Clbbsch^ Ueber die Singularitäten algebraischer Curven (Grelles Journal, 
Bd. 64; 1865). 
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Geraden in Geschlechter, die von Professor Clebsch vorgeschlagen i), ist von 
der höchsten Wichtigkeit. Durch sie näheren und verknüpfen sich die an- 
scheinend verschiedenartigsten Eigenschaften der geometrischen Formen. 
Demgemäss ist das Maass der Schwierigkeit^ welches das Studium einer ein- 
fach unendlichen Reihe von Elementen — Puncten, Geraden, Ebenen — 
darbieten kann, weder die Ordnung noch die Classe, sondern vielmehr das 
Geschlecht. ^) 

59. Die einfachsten unter den windschiefen Flächen sind die, deren 
Geschlecht Null ist. Nennen wir v den Grad der Fläche, so ist die 

Ordnung der Knotencurve gleich - — ^ — und es hat also ein beliebiger 

ebener Schnitt der Fläche die grösste Zahl der Doppelpuncte , die in einer 
ebenen Curve existieren können. Durch einen beliebigen Punct x des ebenen 



1) Man Tgl. auch Schwarz, De superficiebua in planum explicabüibiu primorum ' 
Septem ordinum (Crellea Journal, Bd. 64) und üeber die geradlinigen Flächen 
fünften Grades (ibid. Bd. 67). 

2) Eine ebene Curve ist vom Geschlechte NuUy sobald 3-\-x= p^^- 

ist, das heisst, sobald sie die grösste Zahl von Doppelpuncten besitzt {Einleitung, 
Nr. 35). In diesem Falle kann man die Puncto der Carve einzeln miltelat der 
Curven eines Büschels (v — l)-ter Ordnung erhalten. Denn die Doppelpuncte und 
2v — 3 andere beliebig in der Curve fixirte Puncto bestimmen ein System von 

^ -— - — - — 1 Puncten, das heisst, sie bestimmen {Einteilung , Nr, 41) die 

Basis eines Büschels (v — l)-ter Ordnung. Von diesem schneidet jede Curve die 

gegebene Curve in einem einzigen neuen Funde, Die Curve ist in Gem&ss der 

Formeln von PlQckbb von der Classe 2(v — 1) — x und hat 3(v — 2) — 2x Wende- 

x{x—l) 
puncte und 2(»'— 3)(j' — 2 — *)^ i~o' Doppeltangenten. Daraus folgt, dass eine 

3(v -2) 
Curve der y-ten Ordnung nicht mehr als ~ — - Spitzen haben kann. Clebsch, 

1 . z 

üeber diejenigen ebenen Curven, deren Coordinaten rationale Functionen eines 

Parameters sind, (Crelles Journal, Bd. 64; 1865). 

Da die Curven eines Büschels einzeln den einzelnen Puncten einer Geraden 

entsprechend aufgefasst werden können, so kann man also auch eine Curve vom 

Geschlechte Null als eine jeder Geraden projectiviscbe Punctreihe auffassen. Dies 

gilt auch ftir eine Raumcurve, da man für diese stets ihre Perspectivcurve setzen 

kann. Hieraus ergeben sich viele wichtige Folgerungen. Zum Beispiel, wenn in 

einer Curve vom Geschlecht zwei Reihen entsprechender Puncte existieren in der 

Art, dass einem beliebigen Puncte der ersten Reihe ß Puncte der zweiten, und 

einem beliebigen Puncte der zweiten ß' Puncte der ersten Reihe entsprechen, so 

ist ß-\-ß' die Zahl von Puncten, in denen je zwei entsprechende zusammenfallen. 

Das heisst auch , um es kurz zu sagen : Gibt ea in einer Curve vom Geacldecht 

zwei Beihen von Puncten mit der Beziehung (ß, ß'), so ist die Zahl der zu- 

sammenfaÜenden Puncte gleich ß-^ß'. Um dieses Theorem zu beweisen, genügt 

es, zu beachten, dass dasselbe für eine gerade Punctreihe richtig ist, die der 

gegebenen Curve projectivisch ist Cüylet, Note sur la correspondance de deux 

points sur unc courbe (Comptes rendus^ 12 mars 1866)* 
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Schnittes geht eine Generatrix, welche die Doppelcurve iu ^ — 2 Puncten trifft. 
Von jedem dieser Puncte geht eine neue Generatrix aus. Es sei je' der Punct, 
^n dem dieselbe den ebenen Schnitt trifft; dann entsprechen also dem Puncte 
j je V — 2 Puncto jt', und ebenso bestimmt der Punct t* andere > — 2 Puncte, 
von denen einer % ist. In dem ebenen Schnitte also, der eine Curve vom 
Geschleclite darstellt, existieren zwei Reihen von Puncten mit der Be- 
ziehung (v— 2, V— 2); es gibt folglich 2(j'— 2)- vereinigte Puncte, das heisst, 
in der Raumcurve existieren 2 (> — 2) Cuspidal puncte — Puncte, in welchen die 
beiden Generati'ixon zusammenfallen — oder auch, es gibt 2 (v —2) Generatrixen, 
von denen jede durch die unmittelbar folgende Generatrix geschnitten wird. 

60. Wir beschränken uns hier auf den Fall einer windschiefen Fläche 
^'-ten Grades, die zwei gerade Directrixen a, b hat. Es sei h die Curve 
v-ter Ordnung, die man erhält, wenn man die Fläche durch eine beliebig 
fixierte Ebene schneidet, dann ist die Fläche der Ort der Geraden, welche 
au^ den drei Directrixen a, h, k hingleitet. Die Geraden a, h mögen auf 
der Fläche etwa yo-fach und <T-fach sein, dann werden folglich die Puncte 
0, b, in denen sie h treffen, für diese Curve bezüglich ^-fache und <r-fache 
Puncte sein. Die Geraden, die durch einen Punct x von a gehen und b 
treffen, liegen in einer Ebene; diejenigen, welche t mit den Puncten von k 
verbinden, bilden einen Kegel v-ter Ordnung, ßir welchen die Gerade jrb eine 
«r-fache Generatrix ist. Der Kegel und die Ebene haben noch andere v-<r 
Gerade gemein, die ebensoviel Generatrixen der windschiefen Fläche sind, 
die durch jr gehen. Es ist folglich /? = v — ö". 

Jede Ebene durch a schneidet k ausser in a noch in a Puncten, oder 
auch sie schneidet die Fläche in <r Generatrixen, die, weil sie b treffen 
müssen, sämmtlich durch denselben Punct gehen. In gleicher Weise schneidet 
jede durch h gelegte Ebene die Fläche in p Generatrixen, die sich in dnem 
Puncte vob a schneiden. Die Generatrixen, welche von dem nämlichen 
Puncte % von a ausgehen, treffen k \vi p Puncten jT), t'n • • •; ^^^ ^^^ einer 
Geraden x liegen, welche durch b geht, so dass die Puncte jr von a pro- 
jectivisch den Geraden x oder den Gruppen der Puncte X\ , die in diesen 
Geraden liegen, entsprechen. Jedem Puncte x von a entsprechen p Puncte 
jTi von k, die mit b in gerader Linie liegen, aber dem Puncte a von a ent- 
sprechen p in dem Punct a selbst zusammenfallende Puncte, weil die Ebene 
von k keine Generatrix der Fläche enthält; das heisst, dem Puncte jr = a 
entspricht die Gerade a; = ba. Den Tangenten der <r Zweige von k, die 
sich in Jb kreuzen, entsprechen die Puncte, in denen a von Generatrixen 
getroffen wird, die von b ausgehen. 

Haben wir umgekehrt eine ebfne Curve k der v-ten Ordnung, die einen 
^-fachen Punct a und einen ö". fachen Punct b hat (/>+<»■ = J*), und eine 
Gerade a, die auf k im Puncte a aufsteht, deren Puncte jr projectivisch den 
Geraden x entsprechen, die in der Ebene von k liegen und in b zusammen- 
laufen, und setzen wir voraus, dass dem Puncte jt = a die Gerade o; = ba 
entspricht, was ist dann der Ort der Geraden xXi , welche die Puncte 
von a mit den Puncten verbinden; in welchen k von den entsprechenden 
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Geraden x geschnitten wird? Man nehme eine beliebige Gerade t als Axq 
eines Büschels voo Ebenen, die durch die verschiedenen Puncte x von a 
gehen. Dieses Büschel und das Büschel der entsprechenden Geraden x sind 
projecuvisch und erzeugen daher durch die Durchschnitte der entsprechenden 
Strahlen einen Kegelschnitt, der durch a und b geht, also Je in noch wei- 
tern 2>—p—<r = v Puncten jr, schneidet. Verbindet man jT, mit demjenigen 
Puncte X von a, welcher dem Strahle x = hX\ entspricht, so erhält man 
eine Gerade, die in der Ebene tx liegt. Die gesuchte Fläche ist also vom 
v-ten Grade. Jede Ebene durch a schneidet ^ in a und in anderen ^ Punc- 
ten X\y denen der Reihe nach der Punct a und andere <r Puncte x von a- 
entsprechen ; die beiden Punctreihen sind projectivisch und zwei entsprechende 
Puncte fallen zusammen; die Geraden xXi schneiden sich daher sämmtlich in 
einem festen Puncte g der Ebene. Geht die Ebene durch ab» ßo fällt der 
Punct Q mit b zusammen und folglich hat die Fläche ausser a nocli eine 
andere geradlinige Directrix, die <T-fach ist und durch den Punct b geht. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Gerade b rücke der Geraden a un- 
endlich nahe, also auch der Punct b dem Puncte o. Nehmen wir p nicht 
kleiner als <r, so gibt es unter den p Zweigen von ä?, die sich in o kreuzen, 
^i die auch durch b gehen und die also von der Geraden ab berührt wer- 
den. ^) In diesem Falle entsprechen die Puncte x von a denjenigen Geraden x 
projectivisch, die in der Ebene von Je durch a gezogen sind; der Punct a 
entspricht der Geraden ab, und die Fläche ist auch der Ort der Geraden, 
die von dem Puncte x nach den Puncten X\ gehen, in denen Je von den 
entsprechenden Geraden x getroffen wird. Jede Ebene durch a enthält <r 
Generatrixen, die in einen Punct der Directrix a zusammenlaufen, die für 
die Fläche eine yo-fache Gerade ist. Es folgt hieraus, dass durch einen be- 
liebigen Punct von a eine Zahl von p — ^ Generatrixen geht, die sämmtlich 
mit a zusammenfallen, und in jedem der /?— ö" Puncte von a, welche den 
Tangenten an die Zweige von Je entsprechen, die nicht von ab berührt wer- < 
den, fallen p — <t-\-1 Generatrixen mit a zusammen. 

Umgekehrt : Gegeben eine ebene Curve Je von der Ordnung v = />+<t 
die einen /?(+<r).faohen Punct a hat, ferner gegeben eine Geraiie a, deren 
Puncte t • eine projectivische Punctreihe in Bezug auf das Büschel von 
Geraden x bilden, die in der Ebene von Je durch a gehen, in der Art, dass 
dem Puncte jr =^ a die Gerade ab entspricht, die tr Zweige von A; in a be- 
rührt und in diesem Puncte p-^-tr gemeinschaftliche Puncte mit der Curvo 
Iiat, dann ist der Ort der Geraden jrjr,, welche die Puncte von a mit den 

Puncten verbinden, isx denen Je von den entsprechenden Strahlen x getroffen 

« ._ <. 

1) Man hat so einen vielfachen Punct a« durch den p Zweige der Curve gehen, 
der aber fQr 

1.2 "+" 1.2 
Doppelpuncte gilt, da er durch das Zusammenfallen eines ^-fachen und eines 
<r-fachen Punctes entsteht. Gayley nennt ihn einen p(-\-c)'tsLcheVL Punct, um ihn 
von «inem (p-^^y^acheD. Puncte zu unterscheiden. 
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wird, eine Fläche des >^-ten Grades. Denn zieht man eine beliebige Trans- 
versale tj 80 erhält man wie im allgemeinen Falle einen Kegelschnitt, der durch 
a geht und dort ab berührt, also k nur noch in anderen v Puncten ji trifft. *) 

In beiden Fällen, mögen die Directrixen a, b verschieden sein oder 
zusammenfallen, ist die windschiefe Fläche vom Geschlecht 

1:2 - TT^ - "TT" = (a>-i)(^-i)- 

Diese Zahl kann sich aber noch erniedrigen, wenn die Curve k andere viel- 
fache Puncte und folglich die Fläche vielfache Generatrixen besitzt. 

Macht man v =r 3, also /> = 2, er = 1, so hat man das einfachste Bei- 
spiel der eben betrachteten Flächen. Die windschiefe Fläche dritten Grades 
hat im Allgemeinen zwei geradlinige Directrixen, von denen eine eine Doppel- 
gerade ist. Beide Directrixen können aber auch in eine einzige Gerade zu- 
sammenfallen. 2) 



Catlet, Seeond memoir an shew mr/aees otherwise scroUs, (Fhilosophical 
Transactions, 1864; p. 559). 

2) Man sehe des Verfassers Abhandlungen : State superficie gohbe del terz^ or» 
dine. (Atti del B. Istituto Lombardo^ Milano 1881). — Sur les aur/aces gauches 
du iroiaieme degre. (Grelles Journal, Bd. 60; 1861). — liappresentazione deüa 
superficie di Steiner e delle superficie gohbe di 3^ grado sopra un piano (Bendi- 
conti del B. Ist Lomb. Milano, gennajo 1867). — liappresentazione di una classe 
di superficie gohbe sopra un piano, ecc, (Annali di Matematica, 2* Serie, T. V, 
Milano 1868). Man Tergleiche auch die Fhilosophical Transactions 1863; p. 241. 

Wenn eine nicht windschiefe Fläche v-ter Ordnung eine Gerade r enth&lt, so 
berührt im Allgemeinen jede Ebene, die ganz beliebig durch r gelegt ist, die 
Fl&che in V — 1 verschiedenen Puncten. Es sind dies die Durchschnittspuncte von 
r mit derjenigen Curve, welche mit r zusammen den vollständigen Durchschnitt 
der Fl&che und der Ebene bildet. Dreht man die Ebene r, so erzeugen die v — 1 
Berfthrungspuncte eine Involution (v — ])-ten Grades, deren Doppelpuncte offenbar 
parabolische Puncte der Fl&che sind, da die Tangentialebene in jedem derselben 
die Fl&che in zwei unmittelbar folgenden Puncten berührt. Haben * zwei nicht 
geradlinige Fl&chen von den Ordnungen v, v* eine Gerade r gemein, so haben wir 
auf dieser zwei projectivische Involutionen, wenn man die Puncto als entsprechende 
ansieht, in denen die beiden Flächen von derselben Ebene berührt werden, Beide 
Involutionen haben {Einleitung^ Nr. 24, b) v-\')f' gemeinschafUiche Puncte, das 
heisst, beide Flächen berühren sich in v-\'U' Puncten von f und schneiden sich 
folglich in einer Curve, welche r in diesen v-]-v' Puncten trifft. Wenden wir 
dieses Besultat auf eine nicht geradlinige Fl&che v-ter Ordnung an, die durch v 
Generatrixen desselben Systems eines Hyperboloids gehen, so findet man, dass der 
überbleibende Schnitt dieser beiden Fl&chen eine Curve y-ter Ordnung ist, die mit 
jeder der v Generatrixen v Puncte gemein hat. Die Fl&che schneidet also das 
Hyperboloid ausserdem noch in v Generatrixen des andern Systems. Diesen Sats 
verdankt man Modtard (Man sehe Pokcelet, Proprietes projectives des figures, 
annotation de la 2* ödition, Paris 1865 ; p* 418). 

Beciprok gilt dasselbe Theorem für eine nicht geradlinige Fl&che v-ter Classe, 



ZWEITER THEIL 



CAPITEL L 

POLARFLÄCHEN IN BEZUG AUF EINE FLÄCHE 

BELIEBIGER ORDNUNG. 

61. Es sei eine beliebige Oberfläche (Fundammtalfliiche) Fy der v-ten 
Ordnung gegeben, und es sei o ein beliebiger im Räume fixierter Punct. 
Lässt man nun um o eine Transversale rotieren, die in einer beliebigen 
Lage Fu in v Puncten a|, a,, a^, . . . , av trifft, so ist der Ort der harmo- 
nischen Mittelpuncte p-teu Grades des Systems Oj , a, . . . av in Bezug auf 
den Pol eine Fläche p-ter Ordnung, da sie auf jeder durch o gezogenen 
Transversale p Puncte besitzt. Eine solche Fläche nennt man die {v—pyte 
Folarfläche des Punctes o in Bezug auf die Fundamentalfläche F^. ^) 

Oder lässt man um o eine Transversalebene rotieren, die in einer ge- 
wissen Lage Fl, in einer Curve Cy der v-ten Ordnung schneidet, so ist die 
{y — /')"te Polare von o in Bezug auf Cy eine andere Curve p-ter Ordnung, 
und der Ort dieser Curve ist eine Fläche /o-ter Ordnung: die (v— /o)-te Polar- 

« 

fläche von o in Bezug auf jPv. ^) 

Auf diese Weise entspricht dem tuncte o eine Zahl von v— 1 Polar- 
flächen in Bezug auf die gegebene Fläche. Die erste Polarfläche ist von der 

« 

(i'--l)-ten Ordnung, die zweite Polarfläche von der (J'— 2)-ten Ordnung, . . . ^ 
die vorletzte Polarfläche ist eine Oberfläche zweiter Ordnung (Quadripolar- 
flächejy die letzte oder (»'— l)-te Polarfläche endlich ist eine Ebene (Polarebene). 



i 

1) Gkabsmank, Theorie der Centrale, (Grelles Journal, Bd. 24. 1842; S. 272). 

— Finleitung, Nr. 68- 

2) Ist Fj, ein Kegel, und der Pol ein vom Scheitel Tencbiedener Punct, so 

sieht man sogleich, wenn man darch den Scheitel und den Pol eine TransTersal- 
ebene legt, dass jede beliebige Polarfl&cbe wieder ein Kegel, ist mit demselben 
Soheitel als der gegebene (4). 
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62. Ans dem bekannten Theoreme: ^) ^Ist ra ein harmonischer Mittel- 
^punct ^-ten Grades für das System a,a« . . Ov in Beisug auf den Fol o, so 
„ist umgekehrt o ein harmonischer Mittelpunct (v— /t>)-ten Grades desselben 
„Systems 0^0^.. Ov in Bezug auf m als PoF folgt: 

Ist m ein Fund der {v—pyten Polarfläche von o, so ist umgekehrt a auf 
der p-ten Folarfläche von m gelegen, 

Oder auch: 

Der Ort eines Poles, dessen p-te Polarfläche durcli einen gegebenen Punct 
gehty ist die {y^pyte Polarfläche von o. 

So ist zum Beispiel die erste Polarfläche von o der Ort der Puncte, 
deren Polarebenen durch o gehen; die zweite Polarfläche von o ist der' Ort der 
Puncte, deren Quadripdlarflächen durch o gehen ; u. s. w. Umgekehrt ist 
die Polarebene von der Ort der Puncte, deren erste Polarflächen durch o 
gehen; die Quadripolarfläche von ist der Ort der Puncte, deren zweite 
Polarflächen durch gehen; u. s. w. 

63. Aus dem bekannten Satze : 2) ),Sind m^ m,^ . . , m^ die harmo- 
„nischen Mittelpuncte /9-ten .Grades des Systems ai, Oj . . . av in Bezug auf 
yjO als Pol, so haben die beiden Systeme a,as . . a^ und mxVXi ... m^ in Be- 
„zug auf den nämlichen Pol dieselben harmonischen Mittelpuncte <r-ten Grades, 
<7</>,« folgt: 

Ein beliebiger Pol JuU dieselbe Polarfläche in Bezug auf die gegebene 
Fläche und in Bezug auf jede Polarfläche höherer Ordnung für denselben Pol 
als FuncUkmenidlfläche angesehen. 

Oder mit anderen Worten : 

Für einen gegebenen Pol fälU die <T-te Polarfläche in Bezug auf die 
tr'-te Folarfläche mit der {(r-^-a'yten Folarfläche in Bezug auf die Funda- 
menictlfläche zusammen. 

So fällt zum Beispiel die Polarebene von in Bezug auf Fy zusammen 
mit der Polarebene in Bezug auf die (»'— 2).te, (v— 3)-te, (v— 4)-te . . . Polar- 
flache desselben Poles ; . . . ; die zweite Polarfläche von in Bezug auf 
Fv ist die erste Polarfläche von in Bezug auf die erste Polarfläche des- 
selben Punctes; u. s. w. 

64. Wenn .der Pol a auf der Fundamentalfläche liegt, so dass er also 
den Platz einer der v Dnrchschnittspuncte tÜM^u . . , , üv (61) vertritt, so 
fällt der harmonische Mittelpunct ersten Grades mit zusammen. Ist aber 
die Transversale Tangente von Fy in 0, so sind zwei Puncte 01,0«, . . . , 
Ol/ in vereinigt, und weil in diesem Falle der harmonische Mittelpunct 
ersten Grades unbestimmt wird, so kann man in diesem Falle jeden Punct 



1) Einleitung f Nr. 12. 

2) Einleitung, Nr. 13. 
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der ITransversale als solchen betrachten. 9 Nun ist der Ort der Tangenten 
von Fy in eine Ebene, so lange wenigstens kein vielfacher Punct ist; 
folglich gilt der Satz : 

Die Polar ebene eines Functei der Fundamenialfläche ist die Tangential- 
ebene der Fläche in diesem Funde. 

65. Wenn der Pol nicht auf Fy liegt, aber die Transversale Tangente 
dieser Fläche ist, so fallen zwei von den Puncten a^, at, . . . , üv in den 
Berühningspiinct zusammen; dieser ist also einer der harmonischen Mittel- 
puncte des (j'— l)-ten Grades, 2) also ein Punct der ersten Polarfläche. Man 
hat folglich den Satz : 

Die erste Polarfläche eines beliebigen Ptmctes schneidet die Funda- 
mentalfläche in der Beruhrwtgscurve zwischen dieser Fläche und dem umge- 
schriebenen Kegel, dessen Scheitel ist. 

Die erste Polarfläche ist von der (v — l).ten Ordnung, sie schneidet also 
Fy in einer Curve vC**— l)-ter Ordnung. Diese Zahl drückt also auch die 
Ordnung de» umgeschriebenen Kegels aus. 3) 

66. Die Classe von Fy ist die Zahl der Tangentialebenen, die man an 
diese Fläche durch eine beliebige Gerade 00' legen kann, das heisst die 
Zahl von Ebenen, die durch gehen und den umgeschriebenen Kegel 
vom Scheitel beruhreu. Mit anderen Worten, die Classe von Fy ist die 
Classe eines beliebigen umgeschriebenen Kegels, der seinen Scheitel in einem 
beliebigen Puncte des Raumes hat. 

Die Berührungspuncte der Tangentialebenen, die durch die Puncte 0, 0' 
gehen, liegen in den ersten Polarflächen dieser beiden Pole. Da diese beiden 
Polarflächen und die Fläche Fy drei Flächen (p— l)-ter, (v— l)-ter,, »'-ter 
Ordnung sind, so haben sie v[v — 1)* gemeinschaftliche Durchschnittspuncte. 
Folglich hat man den Satz : *) 

Eine Fläche v-ter Ordnung ist im Allgemeinen von der v{v—Vf-ten Classe. 

67. Osculiert eine Gerade, die durch den Pol gezogen ist, die Fläche 
in Qiy so ist dieselbe Gerade auch in m Tangente der ersten Polarfläche 
von 0, und auch die zweite Polarfläche dieses Punctes geht durch m. ^) 
Umgekehrt ist klar, wenn m ein gemeinschaftlicher Punct zwischen Fy und 
der ersten und zweiten Polavfläche von ist, dass dann die Gerade 0m die 
Fläche* Fy in m osculiert. Die Zahl der Geraden, die sich von an i^v so 
ziehen lassen, dass sie diese Fläche osculieren, ist daher so gross als die 



1) Einleitung, Nr. 17, 70., 

2) Einleitung, Nr. 16. 

3) Monge, Application de Vanalyse h la geometrie, § 3. Man vergleiche auch 
Correspondance sur Vecole polyiechniqy£, T. 1. 1806; p. 108. 

4) PoNCELKT; Mimoirc sur la theorie generale des polaires reeiproques (Grelles 
Journal, Bd. 4; S. 30). 

5) Einleitung, Nr. "80. 
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Zahl der Fancte, welche F^ nnd die erste und zweitk Polarfläche von h ge- 
mein haben, das heisst gleich v(v — l)(v—2). Diese Geraden sind offenbar 
stationäre Generatrixen des umgeschriebenen Kegels. 

Da wir jetzt wissen, dass der umgeschriebene Kegel von der Ordnung 
^(y—^) ist, von der Classe v(v — 1)* und dass er v(y— l)(v^2) stationäre 
Generatrixen hat, so können wir unter Anwendung der Formeln von 
Plueckeb (3) schliessen^ dass derselbe ausserdem 
iv(v— l)(v— 2)(v— 3) Doppelgeneratrixen, 
iv(j;— l)(v— 2)(v«— v«-f-v~12) Bitangentialebenen und 
• 4v(v— 1)(»; — 2) stationäre Tangentialebenen 
besitzt. Wir haben daher den Satz : 

Durch einen beliebigen Punct o kann man an eine Oberßädie Fy 

v(i/-l)(v— 2) 
Oectdierende legen, femer 

jv(v_l)(v-2)(.-3) 
Bitangenten (Tangenten in zwei verschiedenen Puncten) « 

iv(v— !)(!'— 2) (v8-i/«+»'— 12) 
Bitangentialebenen (in zwei verschiedenen Puncten) und 

stationäre Tangentialebenen (die in zwei unmittelbar folgenden Pnncten be- 
rühren). 

68. Die parabolischen Puncte bilden auf Fi/ eine gewisse Curve, die 
parabolische Curve, die von der ersten Polarfläche des Punctes o in den 
Puncten geschnitten wird, in denen JFV von den stationären Ebenen berührt 
wird, 'die durch o gehen. Aus der Zahl dieser Ebenen folgt, dass die 
parabolische Curve von der ersten Polarfläche von o in \v{y — l)(i'— 2) 
Puncten getroflen wird. Also gilt der Satz : 

Die parabolische Curve ist von der 4v(v — ^yten Ordnung. 
Ebenso schliesst man aus der Zahl der Bitangentialebenen : 
Die Curve, welche den Ort der Berülirungspuncte zwischen F), und ihren 
Bitangentialebenen darstellt, ist von der Ordnung 

y(v— 2)(v«— J/2+V-12). 

Aus denselben oben betrachteten Zahlen folgert man femer: 

Die stationären Ebenen von Fi, haben eine Detfeloppable von der Classe 

4v(v— l)(v-2), . 

und die Bitangentialebenen haben eine andere Developpable von der Classe 

iv(»/^l)(v~2)(v3-v«+v— 12) 
zur einhüllenden Fläclte, 

69. Liegt der Pol o auf der Fundamentalfläche F^^ so fällt für jede 
beliebige Lage der Transversale einer der Puncte ai, a,, . . . , Oi; mit o zu- 
sammen, und folglich ist o ein harmonischer Mittelpunct jedes Grades des 
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Systems ai 02 • • • Qv in Bezug auf den Pol 0. Folglich gehen alle Polar- 
flächen von durch diesen Punct. 

Ist die durch gezogene Transversale in diesem Puncte Tangente von 
Fy^ so fallen von den Puncten ai, 02, • . . ^ av zwei mit zusammen, dieser Ponct 
vertritt also zwei harmonische Puncte jedes beliebigen Grades. ^) Jede 
Tangente in an F^, ist daher in demselben Puncte auch Taugente aller 
Polaren von 0. 

Ist die durch gezogene Transversale eine der beiden Osculierenden 
von Fy^ so fallen ausserdem drei harmonische Mittelpuncte auf o^ und wir 
erhalten folglich den Satz: 

Liegt der Pol auf der Fundainentalflächef so hat diese mit eämmtlichen 
Polarflächen in diesem Puncte die Tanyentiaiebenen und die Osculierenden ge- 
mein, 2) 

Daraus folgt, dass die beiden Osculierenden von F^ in die Genera- 
trixen der Quadripolarfläche von sind, die sich in diesem Puncte kreuzen. 
Wenn ein parabolischer Punct ist, so fallen die beiden Geueratrixen zu- 
sammen, Und man hat daher den Satz: 

Die Quadripolarfläche eines parabolischen Punctes ist ein Kegel, der die 
entsprechende Wendeebene berührt, und die BerUhrungageneratrix ist die Gerade, 
die in diesem Puncte die Fundamentalfläche osculiert. 

Man sieht ausserdem, dass ein parabolischer Punct der Fundaroental- 
fläche diese Eigenschaft, ein parabolischer Punct zu sein, auch für alle 
Polarflächen desselben Punctes behalt. 

70. Fällt auf einer Transversale der Pol mit einem der Puncte ai, 
02) • • • } ap zum Beispiel mit ai zusammen, so sind die harmonischen Mittel- 
puncte des (v — l)-ten Grades des Systems in Bezug auf obengenannten Pol 
der Punct ai und die harmonischen Mittelpuncte des niederen Systems a2) 
asy- • •> ttv in Bezug auf denselben Pol. 3) Daraus folgt, dass die erste 
Polarfläche, sobald der Pol auf der Fundamentalfläche liegt, der Ort der 
harmonischen Mittelpuncte des (v — 2)-ten Grades des Systems der v — 1 
Puncte ist, in denen F^ ausser in von einer beliebig durch gelegten 
Transversale geschnitten wird, und analog ist die /o-te Polarfläche von 
der Ort der harmonischen Mittelpuncte {> —p — l)-ten Grades für das System 
der obengenannten v — 2 Puncte. 

Die Geraden, die sich von so ziehen lassen, dass sie Fy anderswo 
berühren, bilden einen Kegel der [v(y -l)~2]-ten Ordnung; denn eine be- 



1) Einleitung, Nr. 17. 

2) Aus demüelben Satze über die harmonischen Mittelpuncte (Einleitung^ Nr. 17) 
erhält man den Satz : Wenn eine Gerade mit der Fundamentalfläehe einen fi-pun- 
ctigen Contaet hatj so hat sie eine ebenso hohe Berührung in demselben Puncte 
mit jeder Polarfläehe des Berü?irungspuneies. 

3} Einleitung, Nr. 17. 
Cermoha, Oborflfichen. 5 
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liebig durch o gelegte Ebene schneidet Fv in einer Curve v-ter Ordnung, 
an die sich von o aus genau v(y— 1) — 2 Tangenten legen lassen ausser der 
Tangente durch o. Das will sagen, dass der umgeschriebene Kegel, der im 
Allgemeinen von der v(y — l)-ten Ordnung ist, wenn der Scheitel o auf die 
Fläche selbst fällt, sich in die zweimal gezählte Tangentialebene von Fu in 
und in einen wirklichen Kegel [v(v — 1)— 2]-ter Ordnung auflöst. Dieser 
Kegel ist die Enveloppe der Ebenen,' welche Fp in den Puncten berühren, 
in welchen sich Fy und die erste Polarfläche von o schneiden. Diese beiden 
Flächen berühren sich aber in o und haben dort dieselben Osculierenden, 
folglich hat die Durchschnittscurve von Fu mit den ersten Polarflächen von 
0, das heisst die Berührnngscurve zwischen Fy, und dem umgeschriebenen 
Kegel vom Scheitel o zwei Zweige, die sich in o kreuzen, und dort von 
der Geraden berührt werden, welche in demselben Puncte Fy osculieren. 

Es folgt weiter, dass die Tangentialebene von Fy in o auch den um- 
.geschriebenen Kegel längs der beiden Osculierenden berührt, wie wir es 
schon anderweitig (33) gefunden haben. Die Ebene und der Kegel haben 
ausserdem noch »'(v — 1) — 2— 2.2 = (v — 3)(*'+2) Gerade gemein, und folg- 
lich hat man den Satz: 

Unter den Geraden, die Fy in o berühren, gibt es (y^S)(v+2), die 
Fy auch andenoeiiig berühren. 

Berühren sich drei Flächen in einem Puncte und haben sie in ihm die- 

selben Osculierenden, so ist dieser Punct sechs zusammenfallenden Durch- 

schnittspuncten äquivalent, i) Die Fundamentalfläche und die erste und 

zweite Polarfläche von a haben daher ausser diesem Puncte nur noch 

(v— l)(v— 2) — 6 gemeinschaftliche Durchschnittspuncte ; das heisst: 

Durch gehen (J'— 3)(v*-f2) Gerade, die Fy anderswo osculieren. 

Der umgeschriebene Kegel mit dem Scheitel o hat nach den Formeln 
von Plüecker (3), da seine Ordnungszahl gleich (v-|-l) (v— 2), seine Classe 
gleich v^v—iy ist, und da er (»'— 3)(v«+2) Cuspidalgeneratrixen hat, 
\ (V— 3)(v— 4)(v«+i^— 2) Doppelgeneratrixen, 
4v(y—l)(»*— 2) Wendeebenen, und 
i v(v— 1) (v— 2) (y»— v«+j/— 12) Bitangentialebenen 
ausser der Ebene, welche Fy in o berührt. 

Diese Zahlen geben an, wieviel Gerade man durch o legen kann, so 
dass sie Fy anderweitig in zwei verschiedenen Puncten berühren; wieviele 
Wendeebenen und wieviele Tangentialebenen durch o gehen. 

71. Hat Fy einen <r.fachen Punct tf, und man nimmt diesen als Pol, so 
schneidet eine beliebig durch h gelegte Transversale die Fläche in diesem 
Puncte in <r zusammenfallenden Puncten; tr harmonische Mittelpuncte jedes 



1) Dies ist klar, wenn man einer der drei Fl&chen die Tangentialebene sub- 
stituiert. 
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beliebigen Grades fallen auf b, und dieser Pnnct ist folglich für jede Polar- 
ääche dieses Pnnctes ein <r-facher Punct. ^) - Daraus folgt : 

Die (v — <r)-te Polarfläche von t ist ein Kegel <f'ter Ordnung mü dem 
Scheitel in b, und die Polarßächen niederer Ordnung desselben Punetes werden 
unbestimmt. 

Ziehen wir durch b eine Transversale, die in ihm mit Fp einen (<'+!)- 
pnnctigen Contact hat, so sind die harmonischen Mittelpuncte des «r-ten 
Grades unbestimmt, woraus folgt, dass die Transversale vollständig auf der 
(v— <r)-ten Polarfläche liegt. Hat aber die Transversale in tf einen (ö'-f-2)- 
punctigen Contact mit Fy^ so sind die harmonischen Mittelpuncte sowohl 
des cr-ten als (o'+l)-ten Grades unbestimmt, und die Gerade liegt daher so- 
wohl auf der (y—tryten als der (v--<r— l)-ten Polarfläche des Punetes b. 

Von dieser letzten Art gibt es <'(ö*4-1) Transversalen oder auch, die 
beiden vorgenannten Polarflächen schneiden sich in ö^ö"-]-!) Geraden. Denn 
ist p ein beiden Polarflächen gemeinsamer Punct, der aber von h verschieden 
jst, so liegt die Gerade pb nicht blos in der (v— ^).ten Polarfläche, da diese 
ein Kegel mit dem Scheitel 5 ist, sondern auch in der (v — ö'--l)-ten Polar- 
fläche, da sie mit ihr <''-f-2 Puncto gemein hat. 2) Wir haben also den Satz: 

Sobald eine Fundamentedfläche v4er Ordnung einen o-fachen Pund hat, 
80 ist der Ort der Geraden, die in ihm mit dei* Fläche einen (<T-{A)'punctigen 
Contact haben, ein Kegel (T-ter Ordnung, die {y^a)'te Polarfläche dieses 
Punetes, Eis gibt nun <r(ö'-fl) Gerade, die dort mü der Fläche <r4-2 gemdn- 
schaßliclie zusammenfallende Puncte hohen. Dieselben bilden den Durchschnitt des 
obengenannten Kegels mit der (y — <r— l)-^e» Polarfläche des Punetes. 

Ist umgekehrt die (v--ör)-te Polarfläche eines Punetes t ein Kegel von 
der «r-ten Ordnung mit dem Scheitel in b, so ist der Punct b für die Funda- 
mentalfläche ein (T-facher Punct Denn zieht man durch b eine beliebige 
Transversale, so findet man, dass die harmonischen Mittelpuncte ci^n Grades 
sämmtlich in t vereinigt sind, was nur dann geschehen kann, wenn im Pole 
(T Puncte des Systems ai 02 . . Qv zusammenfallen. 3) 

Wenn die (v — <7'+l)-te und folglich auch jede andere Polarfläche nie- 
derer Ordnung eines Poles b unbestimmt ist, so ist die (v— <r)-te Polarfläche 
ein Kegel mit* dem Scheitel b. Zieht man nämlich durch b eine Transver- 
sale, so ist jeder Punct derselben ein harmonischer Mittelpnnct des (o'— l)-ten 
Grades, was nicht eintreten kann, wenn nicht in b alle harmonischen Mittel- 
puncte <r-ten Grades zusammenfallen. 

72. Wenn von den Puncten ai^as, . • •> Ov <f auf den Pimct b fnUen, 
und die übrigbleibenden durch aiy 02, ...,av~<r bezeichnet werden, so ist 



1) Einleiiungy Nr. 17, 72. 

'^) Von diesen sind «r-f-l im Puncte b vereinigt, weil jede Generatriz des 
Kegels in b mit F^ einen (<r-|-l)-punctigen Contact hat, und also anch mit jeder 
Polarfiäche von b (69). 

3) Einleitung, Nr. 17. 

5* 
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bekannt, ^) dass die harmonischen Mittelpuncte des {p — <r)-ten Grades {p>'<') 
des Systems üi a2 • . • «v— <t in Bezug auf den Pol \> mit dem «r-mal genom- 
menen Punct t) zusammen die harmonischen Mittelpuncte ^-ten Grades für 
das vollständige System aitts • • • civ in Bezug auf denselben Pol bilden. 
Folglich hat man den Satz: 

Die {y—pyu Polarfläche des a-fachen Punctes b ist der Ort der har- 
monischen Mittelpuncte des (p—f^yten Grades der v-<r Puncte, in denen 
F von einer beliebigen Tramversale gesdinitten wird, die durch b gezogen ist, 

73. Ist ö ein vielfacher Punct von F),^ und ein beliebiger Pol, so 
fallen, wenn man die Transversale tjih zieht, mindestens zwei von den Puncteu 
dl , aa , . . . , Ov in den Punct t zusammen , und b vertritt folglich mindestens 
einen harmonischen Mittelpunct des (v— l)-ten Grades. Das heisst aber: 

Die erste Polarflächc eines beliebigen Poles geht durch die vielfachen 
Puncte und folglich auch durdi die vielfachen Curven der Fundamental- 
fläche. 

Es folgt daraus, dass, sobald Fp der Complex von zwei oder mehreren 
Flüchen ist, die erste Polarfläche jedes beliebigen Poles durch die Curven 
hindurchgeht, längs deren sich die Componentenflächen zu zwei und zwei 
schneiden. 

Wir wollen jetzt als speciellen Fall voraussetzen, Fy sei aus einem 
Kegel <T-ter Ordnung und aus einer anderen Fläche i^v— <r zusammengesetzt, 
und der Pol sei der Scheitel des Kegels. Dann enthält jede Generatrix 
dieses letzteren als Transversale betrachtet eine unbegrenzte Zalil von Puncten 
tti, 02; . • • ) Ov und folglich auch unendlich viele harmonische Mittelpuncte 
eines beliebigen Grades. Die (v — /o)-te Polarfläche des Punctes ist folg- 
lich (72) aus dem vorgenannten Kegel und der (v — /))-ten Polarfläche von 
in Bezug auf Fy^^ als Fundamentalfläche betrachtet zusammengesetzt 
Ist tr:=ly so wird der Kegel eine Ebene, und der Satz gilt für jaden bl- 
liebigen Punct dieser Ebene. 

74. Die Polarflächen derselben {v—pyten Ordnung eines festen Poles 
in Bezug auf die Flächen eines Büschels ^ter Ordnung als Fundamental- 
fläcfien angeselien bilden ein zweites, dem gegebenen projectivisches Büschel. 

Denn eine beliebig durch gelegte Transversale schneidet die Funda- 
mcntalfläche in Gruppen von v Puncten in Involution (41); und die har- 
monischen Mittelpuncte p-ien Grades dieser Gruppen in Bezug auf den Pol 
bilden eine neue Involution, did der ersten projectlvisch ist. ^) Aber die 
harmonischen Mittelpuncte sind die Durchschnitte der Transversale mit den 
entsprechenden Polarflächen, und folglich geht durch einen beliebigen Punct 
des Raumes nur eine einzige Polarfläche oder, was dasselbe ist, die Polar- 
flächen bilden ein Büschel u. s. w. 



t) Einleitung, Nr. 17. 
2) Einleitung, Nr. 23. 
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Dieses Theorem läest sich leicht verallgemeineren. Zu diesem Zwecke 
führen wir den Begriff ein : Lineares gerades Punctsystem ß-ter Stufe und 
V'ien Grades, indem wir darunter die //-fach unendliche Keihe der Gruppen 
von je V Puncten verstehen, welche v — // gemeinschaftlichen Bedingungen 
in der Art genügen, dass, wenn ß Puncte auf der Geraden beliebig 
angenommen sind, sich mit denselben nur eine einzige Gruppe der Reihe 
bilden lässt (42). Für /:i=l. erhält man die Involution v-ten Grades. 

Zwei lineare Punctsjsteme derselben Stufe auf derselben oder auf zwei 
verschiedenen Geraden heissen itrojectivisch, wenn die Gruppen des einen 
den Gruppen des andern eindeutig entsprechen, und wenn den Gruppen des 
ersten Systems, die ein niederes System {ß—ß')-iQT Stufe bilden, im zweiten 
Systeme ebenfalls Gruppen dieses zweiten Systems entsprechen, welche ein 
niederes System derselben {ß yu')-ten Stufe bilden (44). 

Aus dieser Definition ^) folgt unmittelbar: 

Die harmonischen Mütelpuncte p-ten Grades der Gruppen eines gegcbene^i 
linearen Punctsystems ß-ter Stufe und v-ten Grades in Bezug auf einen be- 
liebigen PqIj der auf der gegebenen Geraden gewählt ist, bilden ein Kienes 
lineares Punctsystem ß-ter Stufe urul p-ten, Grades, das dein gegebenen projec- 
tivisch ist. 

Es ist ausserdem klar, dtiss die Puncte, in welchen die Obcrßädten v-ter 
Ordnung eines linearen Flächensystems ß-ter Stufe (42) von einer beliebigen 
Transversale geschnitten werden, ein lineares Punctsystem ß-ter Stufe und v-ten 
Grades bilden ; und dass umgekehrt, wenn die Oberflächen derselben Ord- 
nung einer ß-(tLch unendlichen Reihe von einer beliebigen Geraden in den 
Punctgruppen eines linearen Systems geschnitten werden, diese Flächen eben- 
falls ein lineares Flächensystem bilden. 

Es sei jetzt ein lineares Flächensystem A-ter Stufe und v iev Ordnung 
gegeben, und es sei o ein beliebig im Räume fixierter Punct. Zieht man 
durch eine beliebige Transversale, so schneidet sie die Fläche in Punct- 
gruppen eines linearen Systems, und die harmonischen Mittelpuncte pten 
Grades der Gruppen dieses Systems in Bezug auf o als Pol, bilden ein neues 
lineares System, das dem ersten projectivisch ist. Folglich haben wir : ^) 

Die Polarflächen derselben Ordnung eines festen Poles in Bezug auf die 
Flächen eines linearen Systems bilden selbst ein lineares System, das dem ge- 
gebenen projectivisch ist, 

Ib, Wie viel Flächen gibt es in einem linearen Systeme /i-ter Stufo 
und v-ter Ordnung, die mit einer gegebenen Geraden einen (^+l)-punctigen 
Contact haben ? 



^) Es ist wohl tlberflttssig, sn bemerken, dass ganz analoge Definitionen sich 
fttr lineare Cunrensysteme geben lassen, die s&mmtlich in ein und derselben Ebene 
gezeichnet sind. ^ 

2) Man vergleiche : Bobillier, Uecherches tur les Uns g^nirales gui regissent 
les lignes et les surfaees alg^briques, (Annales de Qergonne. T. 18; 1827 — 28.) 
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Eine beliebige von diesen Flächen schneidet die Gerade in v Puncten^ 
von denen wir pL+i durch xi,Af2,t8, ..., Jt^u^i bezeichnen wollen. Diese 
Ai-f-l Puncto sind so beschaffen, dass wenn ß von ihnen beliebig angenom- 
men werden, der überbleibende v—fi mögliche Lagen haben kann. Daraus 
folgt, dass auf der Geraden (Ai+lXv— /i)-mal die Punctc jTi, jr2, . . . , Xß^i zu- 
sammenfallen werden, ^) und es ist also Ou4-l)(v— /^) die Anzahl der Flächen 
des Systems, welche die verlangte Eigenschaft haben. 

76. Wir nehmen jetzt an, man habe eine Fläche Sp der v-ten Ordnung, 
einen Kegel Ky derselben Ordnung v mit dem Scheitel 0, und man lasse 
durch die Curve ^*-ter Ordnung, die den Durchschnitt der Orte Sv und 
Kl, bildet, eine andere Fläche S'p derselben Ordnung v gehen; dann trifft 
jede Generatrix des Kegels Ku die beiden Flächen Sy^ /SV in den nämlichen 
V Puncten und folglich sind die p harmonischen Mittelpuncte p-ten Grades 
des Systems der v Puncto in Bezug auf als Pol Puncto der (w — pyteu 
Polare von für beide Flächen Sv^ S*i/, Jede Ebene durch enthält v Ge- 
neratrixen des Kegels Ky nnd folglich yp solcher harmonischer Mittelpuncte. 
Die beiden vorgenannten Polarflächen haben also eine Curve yp-ter Ordnung 
gemein. Aber zwei getrennte Flüchen pier Ordnung können nur eine 
Curve p^-ter Ordnung gemein haben, und man kann folglich, weil y>'p ist, 
schliessen, das die (y — />)-ten Polarflächen von in Bezug auf Sy^ S'y eine 
einzige Fläche ausmachen. Das heisst : 

Befindet sich in einem Flächenbüschel v-ter Ordnung ein Kegel, so hat 
der Scheitel dieses Kegels in Bezug auf alle Flächen des Büschels dieselbe 
Polarfläche Jeder beliebigen Ordnung, 

77. Es sei ein gegebener Pol, P eine beliebige Ebene, a einer der 
Puncto, in denen die Fundamentalfläche Fy von dem Strahle geschnitten 
wird, welcher von nach dem Puncto p von P geht, endlich a' derjenige 
Punct desselben Strahles, für welchen das Doppel verhältniss (opaa^) 
einen gegebenen Werth A hat. Der vom Puncto a' beschriebene Ort, wenn 
a sich auf Fy bewegt, ist offenbar eine neue Fläche F'y der Ordnung v, die 
der gegebenen projectivisch (homographisch) ist. Die beiden Flächen werden 
von der Ebene P in ein und derselben Curve v-ter Ordnung geschnitten, und 
haben also (40) noch eine andere Curve der ^{y — l)-ten Ordnung gemein, 
die auf einer Fläche ^y__j der (y — l)-ten Ordnung liegt, die in Verbindung 
mit der Ebene P eine Fläche des Büschels (Fy^ F'y) bildet. 



1) Bezieht man die Pancte % auf einen festen Punct der gegebenen Geraden, 
BO hat unter den Segmenten OX eine Oleichung statt, die für jedes derselben vom 
(u—/jL)'ien Grade ist, die übrigen als gegeben betrachtet, das heisst eine Glcichnng, 
deren höchstes Glied das Product der {v — ß)'Un Potenzen der Segmente 0jri> 
0X2» • • • > ^^fju-i enih&lt. Lässt man jetzt die Puncte X zusaramenfalJen, so geht 
dieses Frodnct in die (A(+l)(i'-'At)-te Potenz von ox über« 
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Die Fläche i^V, die man erhält, indem man sich den Werth des Ver- 
hältnisses X veränderen lässt, bilden eine Reihe vom Index v. Denn ist a' 
ein beliebiger Panct im Räume, und schneidet der Strahl oa' die Fläche Fy 
in V Functen a und P im Pancte p^ so geben die v Werthe des Doppel- 
verhältnisses (opaa') v Flächen Fu die durch a' gehen. Die Reihe enthält 
die gegebene Fläche Fy^ die v-mal gezählte Ebene P, und den Kegel, 
dessen Scheitel in a liegt, und dessen Directrix die Curve PFy ist. Für 
^ = 1> 0, <N} fallt nämlich der Punct a' bezüglich mit a, p^ o zusammen. 

78. Es sei i ein Punct der Durchschnittscurve der Ebene P mit der 
ersten Polarfläche von o in Bezug auf Fy, Die ersten Polarfiächen von o 
in Bezug auf Fy^F'y sind offenbar perspectivisch, und folglich ist t auch 
ein Punct der ersten Polarfläche von o in Bezug auf F*y und folglich auch 
(74) der ersten Polarfläche von o in Bezug auf jede Fläche des Büschels 
(Fy^F'y) Umgekehrt gehen also die Polarflächen von i in Bezug auf die 
Flächen des genannten Büschels durch o. Unter diesen Flächen betrachten 
wir diejenige, welche durch i geht. Für diese ist oi entweder Tangente in 
t, oder i ist ein Doppelpunct. Wäre aber i kein Doppelpunct, so würde» 
da die Fläche, um die es sich handelt, aus der Ebene P und aus ^v— i '^* 

sammengesetzt ist, to nicht Tangente sein können ; folglich ist t ein Doppel- 
punct, das heisst 0y_^ geht durch t. Die Fläche ^y_^ geht also durch die 

Durchschnittscurve der Ebene P und der ersten Polare von o io Bezug 
auf Fy, 

79. Lässt man ^ variieren, so bilden die Flächen ^v_| eine Reihe vom 
Index v-*l. Ist nämlich ay ein beliebiger Punct auf i^v) und der Strahl 
oüy schneidet Fy ausserdem noch in ai, a2, ..., ay^\ und P in p, so 
geben die v — 1 Werthe des Doppel Verhältnisses {opapay) die v—l Flächen 
Fy die durch av gehen und von Fy verschieden sind. Ihnen entsprechen 
ebensoviel Flächen ^y_j, die ebenfalls durch ay gehen.^ Es ist somit be- 
wiesen, dass durch einen beliebigen Punct Von Fy v—l Fläche ^y_^ gehen, 
dieselbe Eigenschaft hat also auch fiir jeden Punct des Raumes statt. 

. Nähert sich einer der Puncte ai, aa, . . . , a^^^ unendlich, dem Puncte 
Ov, so geht die Fläche ^v_j durch den Berührungspunct von Fy mit 
einer Tangente, welche von o ausgeht; fällt also F'y mit Fy zusammen, so 
fallt auch ^y_^ mit der ersten Polarfläche von o in Bezug auf Fy zusammen. 
Wenn ay in die Ebene P fällt, das heisst, wenn F'y in die v-mal genom- 
mene Ebene P degeneriert, so besteht die entsprechende Fläche ^y^i aus 
der nämlichen Ebene {v—iymsA genommen. 

80. Die Einhüllende (48) der Fläche F'y ist der Kegel Z" der Ky~l).ten 
Ordnung, dessen Scheitel a, und der selbst der f^läche Fy umgeschrieben ist. 
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Wenn nämlich zwei von den Flächen F'y,, die durch denselben Punct a' gehen, 
zusammenfallen sollen, so genügt es, wenn oa' mit einer Tangente von Ty zu- 
sammenfällt. Die Doppel- (Knoten-) Curve dieser Einhüllenden besteht aus 
den \v(v—l)(v'-'2){i*-'3) Bitangenten, welche man von p aus an 2^v legen 
kann; die Cuspidalcurve entsteht ebenso aus den v(v — l)(v— 2) Osculier- 
enden (07). 

Der Kegel K berührt Fp längs einer Curve der »'Jv— l).ten Ordnung, 
die auf einer Fläche (v— l)-ter Ordnung — der ersten Polarfläche von o — 
liegt und also T^ ausserdem längs einer Curve »'(v— l)(v— 2)-ten Ordnung 
schneidet, die auf einer Fläche (j'— !)(>'— 2)-ter Ordnung liegt.*) Die erste Curve 
ist der Ort der Punct e, für welche eine der Flächen F'v mit F^ zusammen- 
fallt; dagegen fallen in jedem Puncto der zweiten Curve zwei der F'y, zu- 
sammen, die von Fu verschieden sind. In jeiiem dieser Puncto fallen auch 
die beiden entsprechenden Flächen ^v__^ zusammen, und die zweite Curve ist 
also der Durchschnitt von jFV und der Einhüllenden der ?j/__i' Diese Ein- 
hüllende ist folglich eine Fläche S der (v- l)(v— 2)-ten Ordnung. 

81. In jedem Puncto der von o ausgehenden Osculierenden fallen drei 
aufeinanderfolgende Fv zusammen, und folglich fallen auch in jedem der 
y(y—l){v^2){vS) Puncten, in welchen Fu von diesen Geraden geschnitten 
wird, drei aufeinanderfolgende Flächen ^j^_j zusammen und ebenso gibt es 
in jedem der i v(v— l)(i'— 2)(v— 3)(v— 4) Durchschnittspnncten der Fy mit 
den Bitangenten zwei getrennte Paare zusammenfallender Flächen 0p_y Die 

ersten Puncle sind also Stillstand spuncte und die zweiten Doppelpuncte für die 
Einh üllende S, das heisst, diese Einhüllende hat eine Cuspidalcurve von der Ordnung 
(v— l)(w—2)(v- 3) und eine Doppelcurve von der Ordnung i(v—l)(v-.2)(v—3)(j^— 4). 

82. Da alle Flächen ^p_i durch dieselbe Curve der (v— l)-ten Ordnung, 

die in der Ebene P liegt, gehen, so ist die zwei Flächen ^^_j gemeinschaftliche 
Curve und folglich auch die Berührungscurve zwischen einer ^^-i "^^ ^^^ 
Einhüllenden S von der Ordnung (v— l)(v— 2). Unter den Flächen ^y__j befindet 
sich auch die erste Polarfläche von o in Bezug auf Fy^ und die Berührungs- 
curve zwischen S und genannter ersten Polarfläche hat v(y--j)(v— 2) Puncte 
mit Fy gemein, die nichts anderes sind, als die Berührungspuncte der Oscu- 
lierenden. In jedem dieser Puncte fallen nämlich zwei F'y also auch zwei 
^v— 1 zusammen, und da eine der letzteren die erste Polarfläche von o ist, 

so berühren sich in ihnen die erste Polarfläche von o und S. Durch 
^(y— l)(v--2) drei Flächen »'-ter, (>— l)-ter, (j^— 2)-ter Ordnung gemeinschaft- 
liche Puncte kann keine weitere Flache der (v — 2)-ten Ordnung gehen, also 
berührt S die erste Polarfläche längs einer Curve, die auf der zweiten Polar- 
fläche liegt. Diese Curve ist der Ort der Puncte, für welche zwei ^^_j 
zusammenfallen, deren eine die erste Polarfläche ist. 



1) Man vergleiche Einleitung^ No. 138. Anmerkung. 
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Die erste Folarfläche und die Flache S schneiden sich also noch längs 
einer andern Curve*) der (v— l)(v — 2)(v — 3)-ten Ordnung. In jedem Puncte 
derselben fallen zwei von der ersten Polai-fläche verschiedene ^^-.i zusam- 
men, und folglich fallen dort auch zwei Flächen ^y^j zusammen, wo ^y_3 
die Fläche der (v— 2)'ten Ordnung ist, welche durch die gemeinschaftliche 
Durch schnittscurve (y - IX^— 2)-ter Ordaun^ der ersten Polarfläche und ^u-i 
hindurchgeht. Diese Curve der (v— l)(v~2)(w-3)-ten Ordnung ist folglich 
der Durchschnitt der ersten Polarfläche mit der Einhüllenden der ^i/^^. 
Diese Einhüllende ist also eine Fläche S' der (v — 2)(v— 3)-ten Ordnung. 

Die Flächen ^v—g bilden eine Reibe vom Index v— 2> Denn durch 
einen beliebigen Pnnct der ersten Polarfläche gehen y—2 von der ersten 
Polarfläche verschiedene Flächen ^v^2, <3enen ebensoviele Flächen ^y^j 
entsprechen, die durch den nämlichen Punct gehen. 

Die Berührungspuncte der Bitangenten sind also die Durchschnitte dreier 
Flächen: der gegebene Fy^ der ersten Polarfläche von o und der Flache 
B*, der Einhüllenden der Flächen ^v_2* 



CAPITEL n. 

GEMISCHTE POLARFLÄCHEN. 

83. Wir kehren zur Fundamentalfläche JPV zurück. Es seien OfO' zwei 
beliebig gegebene Puncte. Wfr wollen durch P^jP^' die ersten Polarflächen 
dieser Puncte in Bezug auf F^ bezeichnen, durch P^^« die erste Polarfläche 
von in Bezug auf P^. als Fundamentalfläche betrachtet, und dem ähnlich 
durch Pj.j die erste Polarfläche von o' in Bezug auf P^; wir wollen dann 
beweisen, dass P^^* und Pp'„ nur eine einzige Oberfläche bilden. 

Durch o' lege man eine beliebige Ebene E^ und es sei K^ der Kegel 
v-ter Ordnung, der den Scheitel in u und zur Directrix die Curve EF), hat, 
das heisst den Durchschnitt der Ebene E mit der Fläche F^, Die beiden 
Flächen Ä'v, Fy haben dann noch eine andere Curve v(v— l)-ter Ordnung ge- 
mein, die in einer Fläche Fy— i l»egt, die von der (i;— l)-ten Ordnung ist. Da 
Fy gleichzeitig mit Ky und dem Systeme {EFy_^ demselben Büschel an- 
gehört, so muss (75) die Polare P^^ in dem Büschel enthalten sein, das 
durch den Kegel Ky_i, der ersten Polarfläche von o' in Bezug auf Ky^ 



1) Von diesen der Fläche S und der ersten PoInrflAche gemeinschaftlichen 
Curven trifft die erste Fy in den Berfthrungspuneten der Osculierenden ; die zweite 
in den Berftfaningspuncten der Bitangenten« 
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und das System {EF^^q) bestimmt ist, wo Fv^2 die erste Polarfläche von 
o' in Bezug auf Fy^i darstellt. Diese Fläcfa'e jPv—2 b'^^^^t in Gemeinschaft 
mit E die erste Polarfiache von o' in Bezug auf die zusammengesetzte 
Fläche (EFy^i) (74). Da nun in dem zuletzt erwähnten Büschel der Kegel 
^y_i mit dem Scheitel o vorkommt , so fällt (76) die Fläche P,f< mit der 
ersten Polarfläche von a in Bezug auf den zusammengesetzten Ort (EF^^q) 
zusammen, das heisst, sie geht durch die Curve (i/— 2)-ter Ordnung, welche 
den Durchschnitt von Fy__^ mit der Ebene E bildet (73). 

Weil Fy durch die Durchschnittscurve der Orte K^ und (-EFp—i) geht, 
so fällt analogerweise die Fläche P, mit der ersten Polarfläche von o in 
Bezug auf (EFu^i) zusammeu, und geht also durch die Durchschnittcurve 
von Fv_i und der Ebene E. Die Fläche Po'ß geht folglich durch die Curve 
(v— 2)-ter Ordnung, welche die erste Polare von o' in Bezug auf die 
früher genannte Curve £Fy_j ist; das heisst, P^/^ geht durch den Durch- 
schnitt von Fy_2 ^^ ^^^ Ebene E. 

Das will aber sagen, die Flächen Fgg» und Fg'g haben eine Curve 
(v— 2)-ter Ordnung gemein, die in einer beliebigen durch o' gelegten Ebene 
liegt, und sind folglich em und dieselbe Fläche der (y— 2)-ten Ordnung. 

Man habe jetzt im Räume ;u-{-l beliebige Puncto o,o*yO", ... ,oW und man 
bezeichne durch Fg^'^- die erste Polarfläche von o in Bezug auf Fg'g^, mit 
Pgo'r'i'" ^*® ^^^^^ Polarfläche von o in Bezug auf Pj^j^j«" u. s. w., so zeigt 
das eben bewiesene Theorem, mehrfach hinter einander wiederholt, dass die 
Polarfläche I^o9'9",,,o(ß) die nämliche Fläche bleibt, in welcher Ordnung man 
auch die Pole o,a',a'^ . . ., o(m) auf einander folgen lässt. Setzt man jetzt 
noch voraus, dass <r dieser Puncto in einen einzigen o, und die übrigen 
pt-^l^ff^a' sich ebenfalls in einen einzigen Punct o* zusammenziehen, so 
haben wir folgendes Theorem i): 

Gegeben eine FundamentaJfläche Fy^ dann fiUU die p-te Pölarflächc einee 
Fundes o in Bezug auf die p'-te Polarfläche eines andern Functes o' niit 
der p'-ten Folarfläche von o' in Bezug auf die pM Polarfläche von o zusammen. 

Solche Polarflächen heissen gemischte Polarflächen ^). 

84. Wir wollen jetzt voraussetzen, die yo'-te Polarfläche von o' in Bezug 
auf die ^-te Polarfläche von o gehe durch einen Punct m, oder auch (83) 
die p-ie Polarfläche von o in Bezug auf die p'-te Polarfläche von o' gehe 
durch m. Dann geht nach einer schon früher (69) bemerkten Eigenschaft 
auch die [(v—p')—p]'tQ Polarfläche von m in Bezug auf die /»'-te Polarfläche 
von o' durch o oder auch (77), es geht die v'-te Polarfläche von o' in Bc- 



1) PiiUBCKU, üeber ein neues Coordinaiensysiem, (Grelles Journal, Bd. 5; 
1830. 8. -34). 

S) Man sehe des Verfassers Abhandlung: Sopra alcune quisiioni neüa teoria 
delle eurue piane. (Annali di Matematica, T. 6; Roma 1864) oder Einleitung, zu 
No. 69 o; 8. 258. Im Original der Introdmione ist die entsprechende Ableitung 
fehlerhaft. 
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zug auf die [(v—p)'-p']-te Folarfläche von m durch 0. Wir erhalten folg- 
lich den Satz: 

Creht die p'-te Polarfi&ckc von 0' in Bezug auf die p-te Polarfläche von 
durch m, so geht die p'-te Polofrfläche von 0' in Bezug auf die {y—p^p'yte 
Polarfläche von m durch 0. 

85. Wir betrachten von Neuem einen Punct b, der für die Fundamen- 
talfläche «r-fach ißt. Es sei ein beliebiger Pol. Zieht man die Transver- 
sale 0]^, so fallen <y der Puncto 01,029 •••^dv mit b zusammen und dieser 
Punct vertritt also c—p harmonische Mittelpuncte vom Grade v—p\ die 
^te Polarfläche von geht daher durch \f — so lange p<,9 ist. — Die 
[^p_^) . (<i-_^)].te Polarfläche von \^ in Bezug auf die p-X^ Polarfläche von 
fällt (83) mit der /?-ten Polarfläche von 0' in Bezug auf die (v— />)-te Po- 
larfläche von b zusammen. Nun ist aber (71) die (v— <7)-te Polarfläche von 
b ein Kegel mit dem Scheitel in b und «r-ter Ordnung , und es ist folglich 
auch die [iy—p) — (0— />)]-te Polarfläche von b in Bezug auf die />-te Polar- 
fläche von ein Kegel vom Scheitel b und (n-^pyiw Ordnung. Man hat 
also (71): 

let ein Punct b für die Fundamentalfläche a-fach^ so ist er f^er die p4e 
Polarfläche eines beliebigen Punctea (p—try/ach, und der BerOhrungshegel 
dieser Polarfläche in b ist die p-te Polarfläche von in Bezug auf den Kegel, 
der die Fundamentalfläche im Puncte b berührt ^). 

Daraus entnimmt man noch den Satz, dass die p-ten Polarflächen 
sämmtlicher Puncte einer Geraden, die durch b geht, in b den nämlichen 
Berührungskegel (<i-~/9)-ter Ordnung haben. 

86. Die ersten Polarflächen zweier beliebiger Puncte 0, 0' in Bezug 
auf die Fundamentalfläche F^ schneiden sich in einer Raumcnrve (y— l)^-ter 
Ordnung. Da jeder Punct derselben in beiden ersten Polarflächen liegt, so 
geht seine Polarebene sowohl durch als durch 0' (62) ; folglich haben wir : 

Der Ort der Puncte^ deren Polarebenen durch eine gegebene Gerade 
00' gehen, ist eine Raumcurve (v— 1)2-/^ Ordnung, 

Da die Polarebene jedes Punctes dieser Curve durch die Gerade 00' 
geht, so geht auch die erste Polarfläche eines beliebigen Punctes der Gera- 
den durch diese Curve. Folglich entsteht: 

Die ersten Polarflächen der Puncte einer Geraden bilden ein Büschel, 

Die Curve (v— l)^'ter Ordnung, die Basis dieses Büschels, nennt man 
die erste Polare der gegebenen Geraden ^). 

87. Die ersten Polarflächen dreier* Puncte 0,0^,0" haben (v— 1)< Puncte 
gemein. Die Polarebene jedes dieser Puncte geht durch 0,0',0", das heisst, 
je(ier dieser (y— 1)» Puncte ist der Pol der Ebene 00*0". Umgekehrt geht 



1} Für die Theorie der ebenen Curven substituiere man obigen Beweis Ittr 
den nnsnreicbendon der Einleitung^ No. 73. 

2) BOBILUXB, 0. a. 0. 
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die erste Folarfläche jedes Punctes dieser P]bene durch jeden der obigen 
(v— 1)3 Punete; das heisst: 

Eine beliebige Ebene hat (v— l)s Pole, icelche die gemeinscha/tUcken 
Durchechnittspuncte aller ersten Polarßächeii aindj deren Pole Punete jener 
Ebene sind ^). 

Oder auch: 

Die ersten Polarfläcken der Ptmcte einer Ebene bilden ein Net», 

Denn suchen wir in der gegebenen Ebene einen Pol, dessen erste Po- 
larfläehe durch einen willkürlich im Räume angenommenen Punct m geht, 
so ist der Ort des Poles die Durchschnittsgerade der gegebenen Ebene mit 
der Polarebene von m, und folglich (86) bilden diejenigen unter den I'olarflächen 
der Punete der gegebenen Ebene, welche durch m gehen, ein Büschel. 

88. Aus dem eben Auseinandergesetzten folgt: 

1. Durch drei Puncto geht nur eine einzige Polarfläche. Der Pol der- 
selben ist der Durchschnittspunct der Polarebenen der drei gegebenen Punete. 

2. Die ersten Polarflächen, die durch zwei feste Punete gehen, bilden 
ein Büschel, das Jicisst, sie haben eine Curve (v— l)-ter Ordnung gemein, 
die durch die beiden gegebenen Punete gebt; ihre Pole liegen auf der 
Durchschnittsgeraden der Polarebenen der beiden gegebenen Punete. 

3. Die ersten Polarflächen, die durch einen festen Punct gehen, bilden 
ein Netz, haben also (v-l)8 Punete gemein, den gegebenen eingeschlossen; 
ihre Pole liegen auf der Polarebene des gegebenen Punctes. 

4. Die ersten Polarflächen aller Punete des Raumes bilden ein lineares 
System im engeren Sinne, das heisst dritter Stufe ^). 

Vier erste Polarflächen genügen, alle andere zu individualisieren, sobald 
sie nur nicht demselben Büschel oder demselben Netze angehören. Denn 
hätte man wirklich vier erste Polarflächen Pi, P2, Pzi Pa gegeben, deren Pole 
weder in gerader Linie, noch in derselben Ebene liegen, und man verlangte 
diejenige Polarfläche, welche durch drei gegebene Punete 0,0* ,0" geht, so 
hätte man folgendermassen zu verfahren. Die Flächenpaare PiP2f PiPst 
PiPi individualisieren drei Büschel; die Flächen, welche durch gehen 
und bezüglich zu diesen drei Büscheln gehören, erzeugen ein Netz; die 
Flächen dieses Netzes, die durch 0' gehen, bilden ein Büschel, in welchem 
es nur eine einzige Fläche gibt, die durch 0" geht; diese ist offenbar 
die verlangte. 

89. Im Allgemeinen besitzen die Flächen eines linearen Systems keine 
Punete, die allen Flächen gemein sind. Wenn aber vier erste Polarflächen, 
deren Pole nicht in ein und derselben Ebene liegen, durch den nämlichen 
Punct gehen, so gehört dieser allen ersten Polarflächen an und ist für die 
Fundamentalfläche ein Doppelpunct. Denn, da die Polarebene dieses Punctes 



1) BoBiLUKB, a, a, 0, 

2) Wo wir im Folgenden von linearen Systemen sprechen, verstehen wir stets, 
wenn wir keine andere Erklärung abgeben, solche dritter Stufe, 
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durch jeden beliebigen Punct des Raumes geben kann (62), so ist sie unbe- 
stimmt, und da ausserdem die erste Polarfläche dieses Punctes durch ihn 
selbst hindurchgehen muss, so gehört er der Fundamentalfläche an; folg- 
lich u. s. w. 

Haben im Allgemeinen vier erste Polarflächen^ deren Pole nicht in der- 
selben Ebene liegen, einen <r-fachen Punct b gemeiu; so ist dieser auch für 
jede andere erste Polarfläche <r-fach, wie sich aus der Art der Ableitung 
dieser Polarflächen aus den vier gegebenen (88) unmittelbar ergiebt. Die 
erste Polarfläche von ib muss durch ^ gehen, also gehört dieser Punct auch 
der Fundamentalfiäche an. Ausserdem gehen (85) die erste, zw^eite, . . ., 
(<r l)-te Polarfläche jedes beliebigen Punctes des Raumes in Bezug auf eine 
beliebige der vorgenannten ersten Polarflächen durch ^, oder mit andern 
Worten, die zweite, dritte, . . ., «r-te Polarfläche eines beliebigen Punctes 
des Raumes in Bezug auf i<V gehen durch t. Daraus folgt, dass die 
(y— 2)-te, (v— 3)-te, . . . , (v— dr)-te Polarfläche des Punctes D unbestimmt 
sind, da sie durch jeden beliebigen Punct des Raumes gehen können; die 
^y — 0-_l).te Polarfläche des Punctes t ist ein Kegel («r-f-O-ter Ordnung. 
Folglich ist ^ (71) ein (<r-f-l)-facher Punct für die Fundamentalfläche. 

Dieses Theorem kann man auf andere Weise klar machen. Angenom- 
men, die <r-ten Pularflächen aller Puncto des Raumes hätten einen gemein- 
schaftlichen Punct \), so gehört dieser auch der <rten Polarfläche des Punctes 
selbst an, und also auch der ^ Fundamentalfläche. Der Punct t hat ferner 
eine (v— «rj-te Polarfläche, die durch jeden beliebigen Punct des Raumes 
gehen kann, und also unbestimmt ist. Die (v— «r'-o-D-te Polarfläche von b 
ist folglich ein Kegel mit dem Scheitel d, und es ist somit ^ ein (<r-|-l)-facher 
Punct der Fundamentalflächc. 

90. Man setze jetzt voraus, die <r-te Polarfläche eines Punctes o habe 
einen <r-fachen Punct o'. Nun gehen die {p ^-l)-te, f/?-|-2)-te, . . ., (/3+<r — l)-te 
Polarflächen von o sämratlich durch o' und folglich (62) gehen die (i/~/>)-te, 
(v— /o— l)-te, . . . , (y -^— ö-— l)-te Polarflächen von o* sämmtlich durch o. 
Ausserdem geht (85) auch die ^-te Polarfläche (^9 = 1, 2, . . . , «r- 1) eines be- 
liebigen Punctes m in Bezug auf die p-i^ Polarfläche von o («r— ??)-mal 
durch o', und daraus folgt (84), dass die i9-te Polarfläche von m in Bezug 
auf die (v— />~i?j-te Polarfläche von 0' durch geht. Danach ist (89) der 
Punet für die (v—/?—i^)-te Polarfläche von 0' ein (i^+l)-facher Punct; und 
geben wir t9 seinen grössten Werth, so erhalten wir aus Allem den Satz: 

Wenn die p-te Polarfläche eines Punctes einen tr-fachen Punct 0' hat, 
so ist umgekehrt für die (y— ^— <T-f l)-te Polarfläche von 0* ein fffacher 
Punct. 

91. Die p'-te Polarfläche eines Punctes 0' genommen nach der p-ten 
Polarfläche eines andern Punctes möge einen <r-fachen Punct 0" ha- 
ben, das heisst, die p-te Polarfläche von in Bezug auf die /o'-te Polar- 
fläche von 0' habe den <r-fachen Punct 0". Wenden wir nun das eben (90) 
bewiesene Theorem anf die p'-ie Polarfläche von 0' als Fundamentalfläche 
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betrachtet an, so ergibt sich, dass die (y— yo'— />— «r+lj-te PolaHläche von 
o" in Bezug auf die />'-te Polarfläche von o' einen <F-fachen Punct in 
hat. Folglich gilt der Satz: ^ 

Hat die p^-te Polarfläche eines Puncies 0' in Bezug auf die p-te Polar- 
fläche eines andern Puncies einen &'fachen Punct o", so hat umgekehrt die 
(v— yt>— /)'— ir-j-l)-^« Polarflächc von 0'' in Bezug auf die p^-te Polarfläche von 
0' einen a-fachen Punct in 0. 

92. Wir haben gesehen (69) 7 dass die Quadripolarflache eines parabo- 
lischen Punctes der Fundamen talfläche ein Kegel ist, der die entsprechende 
Wendeebene berührt, und dass die Berübrungsgeneratrix die Osculierende von 
Fp in ist. Auf dieser Geraden befindet sich daher der Scheitel 0' des 
Kegels. Wenden wir nun auf die beiden Puncte 0, 0' einen früheren Satz 
(9Ö) an, so folgt, weil 0' ein Doppelpunct für die (v— 2)-te Polarfläche von 
ist, dass die erste Polarfläche von 0' einen Doppelpunct in hat. Wir 
haben so den Satz: 

Ein parabolischer Punct ist für jede erste Pokafläche ein Doppelpunct, 
deren Pol auf der Gferaden liegt, u}€lche die Fundamentalfläehe in osculiert. 

Hat ein Punct 0, welcher der Fundamentalfläche angehört, einen Kegel 
als Quadripolarflache, so ist er entweder ein Doppelpunct oder ein parabo- 
lischer Punct von Fi,, Denn, hat der Polarkegel seinen Scheitel in 0, so 
ist dieser Punct für die Fundamentalfläche ein Doppelpunct (71). Ist dagegen 
der Scheitel ein anderer Punct 0', so mnss 00', weil die Quadripolarflache 
von in diesem Puncte die Fundamentalfläche berühren soll, die einzige 
Gerade sein, die in osculiert, das heisst, ist ein parabolischer Punct. 



CAPITEL IIL 

ENVELOPPEN DER POLAREBENEN UND ORTE 

DER POLE. 

93. Wir wollen jetzt die Enveloppen der Polarebenen der Puncte* einer 
Geraden r in Bezug auf Fy zu bestimmen versuchen. Die Polarebenen, 
welche durch einen beliebigen Punct i gehen, haben (62) ihre Pole auf der 
ersten Polarfläche von i, welche r in v— I Puncten schneidet; das heisst, 
durch i gehen i'— 1 Ebenen, von denen jede einen Pol auf r hat; die ge- 
suchte Enveloppe ist folglich eine Developpable (i^—ll-ter Olasse. Wir 
geben ihr den Namen (v—iyte Polarfläche der Geraden r. 

Wenn die erste Polarfläche von i durch r berührt wird, so fallen zwei 
von den y — 1 Ebenen, die durch i gehen, zusammen, und dieser Punct ge- 
hört also der Developpablen an. Folglich ist die Enveloppe der Polar- 
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ebenen der Puncte von r gleichzeitig der Ort der Pole der ersten Polar- 
flachen, welche r berühren. 

Ist t eine beliebige Gerade, so bilden die ersten Polarflächen der Puncte 
von t ein Büschel (86), in welchem bekanntlich 2(v-2) Flächen existieren, 
die eine beliebige Gerade , z. B. r, berühren. Folglich enthält t 2(t^— 2) 
Pnncte des gesuchten Ortes und wir haben also den Satz: 

Die {if—iyte Polarfläche von r ist eine Developpable 2(»'— 2)-^«r Ordnung. 

Ist m ein Punct auf r, so haben die ersten Polarflächen, welche r in 
m berühren, ihre Pole auf einer Geraden m, der Generatrix der Developpa- 
blen, die wir betrachten. Ist analog m' der Punct von r, der auf m un- 
mittelbar folgt, so haben die ersten Polarflächen, welche r in m' berühren, 
ihre Pole auf der Geraden m^ der auf 7n unmittelbar folgenden Generatrix. 
Die erste Polarfläche, welche r in m osculiert, hat folglich ihren Pol in dem 
Puncte, in welchem sich m .und m' schneiden, und es ist also die Cuspidal- 
cnrve der Developpablen der Ort der Pole derjenigen ersten Polarflächen, 
welche r osculieren. 

In einem Flächennetze (v — l)-ter Ordnung gibt es SC»*— 3) Flächen, 
welche eine gegebene Gerade osculieren (75). Nun liegen, wenn die Flächen 
des Netzes erste Polarflächen in Bezug auf jF> sind, ihre Pole in einer 
Ebene (88); eine beliebige Ebene enthält folglich 3(v— 3) Puncte, deren 
erste Polarflächen r osculieren; das heisst: Der Ort der Pole der ersten 
Polarflächen f die von r oeculiert werden, ist eine Raumcurve 3(*'~3)-fer 
Ordnung, welche die Rückkehrkante der obenerwähnten Developpablen 
bildet. 

Da ein ebener Schnitt dieser Developpablen von der Ordnung 2(1^—1) 
und der Classe v— 1 ist und 3(^—3) Spitzen hat, so besitzt er 2(v— 3)(v— 4) 
Doppelpuncte ; das heisst: 

Der Ort der Pole der ersten Polarflächen, die r in zwei verschiedenen 
Puncten berühren, ist eine Raumcurve 2(v— 3X'^— 4)-^«r Ordnung; sie ist die 
Knotencnrve der betrachteten Developpablen. 

Auf die nämliche Art beweist man, dass die Envdoppe der Polarebenen 
der Puncte einer beliebigen gegebenen Curve pL-ter Ordnung eine Developpable 
der /ity-^iyten Clässe ist, die man aiu^ als Ort der Puncte auffassen kann, 
deren erste Polarflächen die gegebene Curve berühren, 

94. Wir werden jetzt die (v— l)-te Polarfläche einer Fläche von ge- 
gebener Ordnung ß betrachten, das heisst, die Enveloppe der Polarebenen 
der Pnncte dieser Fläche. Die Ebenen, welche durch eine beliebige Ge- 
rade t gehen, liaben ihre Pole (86) auf einer Raumcurve (v— l)*-ter Ord- 
nung, welche die gegebene Fläche in At(v-'l)» Puncten schneidet. Die ge- 
suchte Enveloppe ist also eine Fläche der A(^--l)'*ten Classe. 

Fallen zwei von den ebengenannten ß{v^\) Puncten zusammen, so be- 
rührt t die Fläche, um die es sich handelt, und wenn folglich zwei Geraden 
i,V, die durch denselben Punct t gehen, zwei Curven entsprechen, welche 
die gegebene Fläche in demselben Puncte i' berühren, so ist t' der Pol der 
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Ebene tt', und diese Ebene berührt die Fläche der Ai(>'— l)*-ten Ordnung 
in i. In diesem Falle berührt aber die erste Pularfläche des Punctes t, da 
sie beide Raumcurven enthält, die gegebene Fläche in i, und wir haben also : 

Die Envdoppe der Polarebenen der Puncie einer gegebenen Fläche ist 
gleichzeitig der Ort der Puncte, deren erste Polarflächen die gegebene Fläcke 
berühren. 

Die (v— l)-te Polarfläche einer Ebene ist eine Fläche 3(v -2) 2 -ter Ord- 
nnngy da es in einem Büschel von Flächen (»'~l)-ter Ordnung 3(v— 2)^ gibt^ 
die eine gegebene Ebene berühren (41). 

95. Was ist der Ort der Pole der Tangentialebenen einer gegebenen 
Fläche A-ter Classe? Durch eine beliebige Gerade t gehen ß Tangential- 
ebenen der gegebenen Fläche, die ihre Pole sämmtlich auf der Raumcurve 
(v— l)«.ter Ordnung haben, welche die erste Pulare von i bildet (86). Diese* 
Curve hat ß(y^l)^ Durchschnittspuncte mit dem gesuchten Orte, da dies 
die Anzahl der Pole von ß Ebenen ist. Der gesuchte Ort ist folglich eine 
Fläche von der ;*(»'— l)-ten Ordnung. 

Ist t eine Tangente der gegebenen Fläche, so fallen zwei jener fi Ebe- 
nen zusammen, und folglich hat die Raumcurve, welche die erste Polare von 
t ist, (v— 1)3 Berührungspuncte mit dem Orte, um den es sich handelt. 
Und wenn zwei Gerade t, t* in dem nämlichen Puncte t die gegebene Flache 
berühren, so berühren die diesen Geraden entsprechenden Raumcurven den 
Ort in den nämlichen (»'—1)*' Puncten, und da die beiden Curven gleichzeitig 
auf der ersten Polarfläche des Punetes i liegen, so sind die (v — l)» Pole der 
Ebene tt' ebensoviel Berührungspuncte zwischen dem Orte und der ersten 
Polarfläche des. Punetes t; das heisst: 

Der Ort der Pole der Tangentialebenen einer gegebenen Fläche ist auch 
die Envdoppe der ersten Polarflächen der Puncte der gegebenen Fläche, 

Jede Eingehüllte hat mit der Einhüllenden (v— 1)^ Berührungspuncte, 
welche die Pole der Ebenen sind, die die gegebene Flache in dem Pole der 
Eingehüllten berühren. 

Die erste Polarfläche des Punetes t schneidet den Ort in einer Curve 
A(i'— l)*-ter Ordnung, welche offenbar der Ort der Pole derjenigen Ebenen 
ist, die man durch t so ziehen kann, dass sie die gegebene Fläche berühren, 
das heisst der Tangentialebenen des Kegels mit dem Scheitel i, welcher der 
gegebenen Fläche umgeschrieben ist. 

Der Fläche a(»' — l)*ter Ordnung, die wir eben als Ort und als Enve- 
loppe betrachteten, geben wir den Namen erste Polarfläche der gegebenen 
FläcJie. 

96. Die gegebene Fläche sei jetzt developpabel und von der At-ten Classe. 
Man sucht auch für sie den Ort der Pole ihrer Tangentialebenen. Durch 
einen beliebigen Punct kann man ß Tangentialebenen der gegebenen De- 
veloppablen legen; diese Ebenen haben ihre ß{y—\)^ Pole alle auf der ersten 
Polarfläche von und diese Puncte sind ebenso viele Puncte des Ortes. Der 
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gesuchte Ort ist also in diesem Falle eine Raumcurve der At(v — l)2.ten 
Ordnung. 

Liegt auf der Developpablen , so fallen zwei von den ß Tangential- 
ebenen zusammen, und folglich berührt die erste Polarfläche von o den Ort 
n (>'— 1)* PuBCten, Der Ort ist daher auch die Enveloppe der ersten Polar- 
flächen der Puncte der gegebenen Fläche in dem Sinne, dass die gefundene 
Curve von der ersten Polarfläche eines beliebigen Punctes der gegebenen 
Developpablen in (»'—1)3 Puncten berührt wird. Dieselbe Curve wird von 
der ersten Polarfläche eines beliebigen Punctes der Rückkehrcurve der De- 
veloppablen in (v~l)8 Puncten osculiert, und von der ersten Polarfläche 
eines beliebigen Punctes der Knotencurve derselben Developpablen in 2(»'— 1)^ 
Puncten berührt. 



CAPITEL IV. 

ANWENDUNGEN AUF DEVELOPPABLE FLÄCHEN. 

97. Wir wollen jeta^t annehmen, die Fundamentalfläche F sei eine De- 
veloppable von der Ordniing p und der Classe /n, mit oß Doppelgeneratrixen, 
ff stationären Generatrixen, einer Cuspidalcurve i'-ter Ordnung, die ß stationäre 
und a* Doppelpuncte besitzt, und einer Knotencurve von der Ordnung c. Ks 
sei ausserdem : 

a die Zahl der stationären Tangentialebenen und 

/'' die Zahl der Bitangentialebenen von F (das heisst, der längs zweier 
getrennter Geratrixen berührenden Ebenen); 

a die Zahl der Geraden, die man von einem beliebigen Puncte so ziehen 
kann, dass sie die Curve (v) zweimal trefi^en; 

^ die Zahl der Geraden die gleichzeitig in einer beliebigen Ebene und 
in zwei Tangentialebenen von F liegen; 

1) die Classe der doppeltbcrührenden Developpablen der Curve (v); 

X die Zahl der Geraden, welche durch einen beliebigen Punct gehen, 
und die Curve (^) in zwei Puncten schneiden; 

X die Zahl der Puncte der Curve (v), durch welche Gerade gehen, 
welche diese Curve anderweitig berühren: diese Puncte sind fiir die 
Curve (^) stationär; 

T die Zahl der Puncte, die in drei getrennten Generatrixen von f 
liegen: diese Puncte sind offenbar für die Curve (^) dreifach. 

Zwischen diesen Zahlen haben wir (10, 12) die Gleichungen: 

CftLMONA, Ob^ifl&cbea. 6 
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/> = A{i«-l)-2fr+r')-3a, 
^ = v(y-l)-2(«+«')-3Ä 

3/>~^ = 3At+v— a = 3v+Ai— Ä * 

welche sechs UDabhangigen Relationen gleichgelten. Wir wollen jetzt drei 
andere Gleichungen bestimmen, welche zur Bestimmung von X, r, x dienen ^). 

98. Es sei o ein willkürlicher Funct. Jede Ebene, die durch o geht, 

schneidet dann F in einer Curve / von der Ordnung p und der Classe ß 

mit S-\-<o Doppelpuncten und v-\'0 StiUstandspuncten (9). Dieselbe Ebene 

schneidet die erste Polarfläche von o in Bezug auf F in einer Cnrve der 

(^— l)-ten Ordnung, welche durch die f+oi Doppelpuncte und die v-\-0 Still- 

standspuncte von l hindurchgeht. In diesen letzten Puncten hat sie mit 

der Curve l dieselben Tangenten^). Daraus folgt, dass die Classe der 

Curve l gleich ist: 

A = />(/o-l)-2(f +ßi)-3(v+^), 

da dieses die Zahl der Tangenten ist, die man von an genannte Curve 
ziehen kann. Diese Tangenten sind auf der Schnittebene die Spuren der 
Tangentialebenen von F, die durch gehen. Die erste Polarfiache von 
in Bezug auf F schneidet daher F längs der beiden Curven (f), (v), längs 
der ot-^-ff doppelten und stationären Generatrixen und längs der Berührungs- 
generatrixen der ß Tangentialebenen, die durch gehen. 

Die Gleichung 

^(^-1) = A£+2(f + tti)+3(v+<?) 

zeigt, dass bei dem vollständigen Durchschnitt von F und der ersten Polar- 
fläche die Curve ($) und die w Geraden zweimal zählen, während die Curve 
(v) und die ^ Geraden dreimal zu rechnen sind. Die nämliche Gleichung 
lässt erkennen, dass der umgeschriebene Kegel mit dem Scheitel aus den 
ß Tangentialebenen, dem Perspectivkegel der Curve (f) zweimal gezählt, 
dem dreimal gerechneten Perspectivkegel der Curve (v) und aus den a>4~^ 
Ebenen zusammengesetzt ist, welche durch die doppelten und die stationären 
Geraden hindurchgehen, jene zweimal und diese dreimal gezählt. 

99. Ist die schneidende Ebene, die wir durch gelegt haben, eine der 
fi Tangentialebenen, und ist t die Berührungsgeneratrix und m der Punct, in 
welchem t die Curve ( ^ ) berührt, dann erhält der Schnitt / der Developpa- 



1) Cfr. Salmon, Oeametry of three dimentione (21 ed.) pag. 455 u. ff., wo 
aber die Singularitäten oi, 0, a', y' nicht beachtet sind. Bei der vorliegenden Unter- 
suchung wurde der Verfasser durch den Rath der Herren Cavlby und Zeuthen 
unterstützt, denen er hierdurch seinen herzlichsten Dank ausspricht. 

2) Einleitung, No. 74. 
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blen F (13) in m einen dreifachen Punct mit drei Zweigen, welche von der- 
selben Tangente t berührt werden. Die erste Polarcurve von o in Bezug 
auf / bat also in m eine Spitze mit der Tangente t^ und dfe zweite Polar- 
curve von in Bezug auf die nämliche Curve l geht durch m und wird in 
diesem Puncto von der Geraden t berührt Folglich ist f in m Tangente 
der zweiten Polarfläche von o in Bezug auf F'^ oder auch: 

Die »weite Polarßät^ eines beliebigen Punetes o in Bezug auf eine 
developpable Fläche berührt die Ouspidalcurve in den Functen, too diese von 
Ebenen oscuUert tpird, welche durch o gehen» 

Der Schnitt l ist aus der Geraden t zweimal genommen und einer 
Curve Oo->2)-ter Ordnung zusammengesetzt, welche von ^ in m berührt und 
in anderen p-^ Puncten geschnitten wird — es sind dies die Puncto, in 
denen die Curve (f) von der Ebene o^ berührt wird — ; diese Puncte sind 
für l dreifach, also geht durch sie auch die zweite Polarcurve von o in Be- 
zug auf /; wir haben also: 

Die zweite Polarfläche eines beliebigen Poles a in Bezug auf eine Deve- 
loppable berührt die Berilhrungsgeneratrix Jeder Tangentialebene, die durch o 
gehtj in dem Punde, wo sie von der Ouspidalcurve berührt tüird, und schnei- 
det sie in den Puncten, wo sie die Knotencurve' trifft. 

100. Es sei jetzt t eine der S stationären Generatrixen und m der Be- 
rührungspunct zwischen t und der Curve (v). Man lege die Ebene ot bis 
sie F schneidet, dann besteht der Schnitt l aus der Geraden t zweimal ge. 
noromen und einer Curve V von der Ordnung /o— 2 und der Classe A*, die 
Jn m mit t einen vierpunctigen Contact hat, weil t in drei unmittelbar fol- 
genden Tangentialebenen liegt, und man also von einem beliebigen Puncte 
von t aus yu— 3 von t verschiedene Tangenten an -den Schnitt legen kann; 
t repräsentiert daher drei unmittelbar folgende Tangenten von /'. Die Ebene 
0^ schneidet die Curve {^) in anderen v~3 Puncten und die anderen statio- 
nären Generatrixen in O—l Puncten; V hat also v-|-^— 4 Spitzen. Diese 
Curve hat folglich 

Doppelpuncte (10). Diese Puncte gehören der Linie (^+"') an; von den an- 
dern Durchschnittspuncten der Ebene ot mit der Curve (^) sind 2(/?— 6) in 
den /o-G Durchschnittspuncten zwischen /' und t vereinigt, und folglich 
fallen die drei übrigen mit m zusammen. Die ebenerwähnten ^—6 Puncte 
sind für die Curve ( ^) Stillstandspuncte , weil in jedem derselben zwei un- 
mittelbar folgende Generatrixen — repräsentiert durch die stationären Ge- 
neratrixen — von einer nicht folgenden Generatrix geschnitten werden. 

Schneidet man F durch die Ebene, welche in m einen vierpunctigen 
Contact mit der Curve ( i' ) hat, so besteht der Schnitt l aus der Geraden t 
dreimal gezählt und einer Curve (^-3)-ter Ordnung und (/*— l)-ter Classe, 
die in m einen dreipunctigen Contact mit t hat, weil t in drei unmittelbar 
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folgenden Tangentialebenen liegt, von denen die eine die Ebene der Curve 
ist, und folglich zwei unmittelbar folgende Tangenten dieser Curve darstellt. 
Die Ebene schneidet die Curve C»') in weiteren i'— 4 Puncten und die übri- 
gen stationären Generatrixen in ^— l Puncten; die Curve (/>— 3)-ter Ordnung 
hat also v-|-^— 5 Spitzen und daher 

i[0o-3)(/i4)-(/M-l)-3(v+l?-5)] =^ + ^-3/0+14 
Doppelpuncte. Die Ebene hat also mit der Doppelcurve einen yierpunctigen 
Contact in m und einen dreipunctigen Contact in jedem der ^~6 Durch- 
schnittspuucte von t mit der ebenen Curve {p — 3)-ter Ordnung. Folglich 
haben die Curven (v) und (^) in m dieselbe Singularität, das heisst, 
dieselbe Tangente t mit dreipunctigem Contact und dieselbe Osculationsebene 
mit vierpunctigem Contact. Die stationäre Tangente t trifft die Curve (^) 
in />— G stationären Puncten, und die Tangenten in diesen Puncten liegen 
in der Osculationsebene von m. 

Der nämliche Punct m, in dem die Curven (v) und (^) von der sta- 
tionären Geraden t osculiert werden, ist fiir die Developpable F dreifach, 
weil eine beliebige Ebene durch t F in einer Curve schneidet, die mit drei 
Zweigen durch m geht, das heisst, jede Gerade durch m hat hier einen drei- 
punctigen Contact mit F, Dje Geraden , welche in m mit F einen vier- 
punctigen Contact haben, liegen in der Osculationsebene, das heisst (71), 
der Berührungskegel von F in m reduciert sich auf diese Ebene dreimal 
gezählt. Es folgt noch (85), dass die zweite Polarfläche eines beliebigen 
Poles in Bezug auf F durch m geht und in ihm jene Ebene zur Tangential- 
ebene hat. Ausserdem bemerke man, dass jeder Punct, der der Geraden t 
und der Curve /' in der Ebene ot gemein ist, für l dreifach sein muss und 
also auch in der zweiten Polarcurve von o in Bezug auf /liegt; folglich hat 
die zweite Polarfläche von o in Bezug auf i<* in m eine vierpunctige Berüh- 
rung mit t. Man hat also: 

Die zweite Polarfläche eines beliebigen Poles in Bezug auf eine Deve- 
loppable hat einen vierpunctigen Contact mit der Cuspidalcurve und mit der 
Knotciicurve in dem Puncte, in dem diese Curven von Jeder stationären Gene- 
rcUrix osculiert werden. 

Die /o— 6 Puncte, in denen t die Curve ($) trifft, sind für jP dreifache 
Puncte nach dem nämlichen Raisonnement; das wir schon für den Punct m 
angewandt haben; daher geht die zweite Polarfläche von o durch diese 
Puncte. 

Wenn r einer dieser Puncte ist, in denen t von der Geraden geschnitten 
wird, welche <iie Curve (u) in n berührt, so ist der Tangen tialkegel von F 
in r aus der doppeltgezälilten Osculationsebene der Curve (v) in m und der 
Osculationsebene in n zusammengesetzt. Die gemeinschaftliche Gerade dieser 
Ebenen ist die Cuspidaltangente der Curve (^) in r, und durch sie geht die 
Tangentialebene in r der zweiten Polarfläche von o in Bezug auf F'^ also 
zählt r für drei Durchschnittspuncte der Curve (f) mit der obengenannten 
zweiten Polarfläche. 
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101. Es sei jetzt t eine der ut Doppelgeneratrixen, m, m' ihre Berüh- 
rungspuncte mit der Curve (v), und man wende auf sie dieselben Betrach- 
tungen an, die wir für ehie stationäre Generatrix durchgeführt haben. Die 
Ebene ot gibt hier eine Curve /' von der Ordnung />— 2 und der Classe /jl 
mit V 4- $—4t Spitzen, also mit 

Doppelpuncten, von denen 0;— 1 in den to — I andere Doppelgeneratrixen liegen, 
während die audern ^-2/> + 10 der Knotencurve angehören. Die Curve /' hat 
in jedem der Puncte m, m' mit t einen dreipnnctigen Contact, weil diese Gerade 
in zwei Paar unmittelbar folgenden Tangentialebenen liegt, und folglich fallen 
von den ß Tangenten von ^', die von einem beliebigen Puncte p von t aus- 
gehen , zwei mit pm und zwei andere mit pm' zusammen. Es folgt, dass t 
die l' in andren /o— 2— 2.3 Puncten trifft, das heisst, die Doppelgencratrix i 
schneidet p—S einfache Generatrixen. Die Ebene ot hat folglich mit der 
Knotencurve 2(/> — S) Durchschnittspuncte , die zu zwei und zwei in obenge- 
nannten p —8 Puncten vereinigt sind, und 6 Durchschnittspuncte, die za drei 
und drei in die Puncten m, m' zusammenfallen ^). Also hat ^ in m und in m' 
einen dreipunctigen Contact mit der Curve (f). 

Da m ein dreifacher Punct von F ist, so geht die zweite Polariläche 
von in Bezug auf F durch m. Ausserdem hat diese zweite Polarfläche, 
da jeder gemeinschaftliche Punct von t und /' für den vollständigen Durch- 
schnitt der Ebene ot mit F dreifach ist, in m einen dreipunctigen Contact mit t. 
Diese Gerade hat aber in diesem Puncte eine zweipunctige Berührung mit 
der Curve (v) und eine dreipunctige mit der Curve (^); folglich hat man: 

Die zweite Polarfläche eines heliehigen Puncles in Bezug auf eine Deve- 
loppable geht durch die Beri'Jirungspuncte der Cuj^pidalcurve mit ihren Doppel- 
tangenten und hat daselbst eine zweipunctige Berührung mit jener Curve und 
eine dreipunctige mit der Knotencurve, 

Die /0-8 für F dreifachen Puncte, in denen t andere Generatrixen 
schneidet, sind für die Curve iß) Doppelpuncte. Ist in der That r einer von 
ihnen, in dem t von der Tangente der Curve (v) in n getroffen wird, so wird 
dort die Curve (^) von den beiden Geraden berührt, längs deren die Oscu- 
lationsebene in n die Osculationsebenen in m und m' schneidet. Folglich 



1) Dass die Cunre {^) durch m, m' geht, ergibt sich auch, wenn man beachtet, 
dass z. ß. nt itir jP ein dreifacher Punct ist, weil sich in ihm drei Tangenten der 
Curve (v) schneiden, nämlich die Tangenten in m, im unendlich nahen Puncte von 
m und im Puncte m'. Also besitzt der yon einer beliebig durch m gelegte Ebene 
auf F erzeug Schnitt hier drei Zweige, von denen zwei durch die Spur der Os- 
culatiousebene in m und der dritte von der Spur der Osculationsebene in m' be- 
rührt werden. Es folgt, dass m so viel als eine Spitze und zwei Knotenpuncte des 
Schnittes gilt; und folglich geht ausser der Curve (v) und einer der (o Doppelge- 
raden auch die Cunre (Q durch m. 
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stellt jeder dieser />— 8 Puncte zwei Durchschnittspuncte der Knotencurve 
mit der zweiten Polarfläche von o dar. 

Schneidet man die Fläche F durch die Osculationaebene der Carve (v) 
in m, so besteht der Schnitt l aus der Geraden t, dreimal genommen und 
einer Curve (/o— 3)-ter Ordnung und (v— l)-ter Classe mit Ai+^— 5 Spitzen, 
welche mit ^ in m eine zweipunctige und in m' eine dreipunctige Berührung 
eingeht. Diese Curve hat also 

i[ip- 3X^-4)-(/i-l)-3(^ + <?~5)] = (+w-Bp+ 14 
Doppelpuncte, von denen f— 3/> + 15 der Knotencurve angehören. Die andern 
Durchschnittspuncte der schneidenden Ebene mit der Curve (?) sind die p—S 
genannten Puncte, jeder dreimal gezählt, und die Puncte m, m' zusammen 
als 9 Puncte gezählt, nämlich m sechsmal und m' dreimal. Die Ebene also, 
welche die Curve (v) in m osculiert, hat dort einen sechspunctigen Contact 
mit der Curve (S) und ausserdem mit derselben Curve einen dreipunctigen 
Contact in />— 7 andern Puncten, von denen einer m' ist. 

102. Es sei jetzt m ein Doppelpunct der Cnspidalcurve ; tyt' die Tan- 
genten und P, P die Osculationsebenen der beiden Zweige der Curve. Be- 
zeichnen wir durch <j, i'j die zu t, t* unendlich nahen Generatrixen von F, 
so sieht man unmittelbar, dass m ein vierfacher Punct der Fläche F ist, 
weil er in vier Generatrixen t, ^^, t^, t'^ liegt. Es ist gleichfalls klar, dass m 
auch für die Knotencurve vierfach ist, weil er den Durchschnittspunct von 
vier Paar nicht unmittelbar folgenden Generatrixen W, ü\y t't^, t^f^^ darstellt. 
Die Geraden, welche in m einen fiinfpunctigen Contact mit F haben, liegen 
sämmtlich in den Ebenen P, P; folglich stellen diese Ebenen, zweimal ge- 
zählt, den Bernhrungskegel von F im vierfachen Puncte dar. Die zweite 
Polarfläche eines beliebigen Punctes o in Bezug auf F hat in m einen Bi- 
planarpunct, und die beiden Tangentialebenen gehen durch die Gerade PP', 
welche zugleich die Tangente der Curve (?) in diesem Puncte ist. 

Hieraus ergibt sich gerades Wegs, dass in m vier Durchschnittspuncte 
der Curve (v) mit der zweiten Polarfläche vereinigt sind. 

103. Ein stationärer Punct der Curve (v) ist für F dreifach, da jede 
Gerade, die durch diesen Punct gezogen ist, in ihm drei aufeinanderfolgende 
Generatrixen schneidet. Der Tangentenkegel von F in diesem Puncte be- 
steht aus der dreimal genommenen Ebene, die in ihm einen vierpunctigen 
Contact mit der Curve (v) hat, weil diese Ebene der Ort der Geraden ist, 
die in genanntem Puncte mit F einen vierpunctigen Contact haben; folglich 
geht die zweite Polarfläche von o durch diesen Punct und hat in ihm ge- 
nannte Ebene zur Tangentialebene. Also haben wir: 

Die zweite Polarßäche eines beliebigen Poles o in Bezug auf eine Dece- 
loppablcy hat mit der Cnspidalcurve in ihren StiUstandspuncten eine vier- 

* 

punctige Berührung. ^ 

104:. Die Puncte der Curve (v), durch welche die zweite Polarfläche 
von geht, sind diejenigen, deren Qnadripolarflächen durch o gehen, und 
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diejenigen, deren Quadripolarflächen unbegtirorot werden. Die ersten Puncte 
sind diejenigen, in denen die Curve ( v ) von den /< Tangentialebenen von T 
osculiert wird, die durch o gehen. Die zweiten Puncte dagegen sind für die 
Fläche dreifach oder vierfach (71), das heisst, sie hegen in drei oder vier 
Generatrii^n. Unter diesen Puncten sind in der Cuspidalcurve, ausser den 
ß stationären und den n' Doppelpuncten und ausser den 2«^-}'^ Berührungs- 
puncten der doppelten und der stationären Tangenten, auch die ^ Puncte, 
in denen zwei auf einanderfolgeude Generatrixen von einer nicht unmittelbar 
folgenden zugleich geschnitten werden. Diese Puncte sind für die Curve (ß) 
stationär, aber für die Curve (v) nur einfach ; und diese wird in ihnen von 
der zweiten Polarfläche nicht berührt. Also hat man: 

Die «weite Polarfläcihe eines heldelngen Poles o in Besfug auf eine Deve- 
loppabU schneidet die Cuspidalcurve in den Puncten ^ in welchen diese vofi 
Geraden geschnitten toird, die sie anderswo berühren. 

Auf diese Weise sind die Durchschnittspuncte der zweiten Polarfläche 
von mit der Curve (v) dargestellt durch die Gleichung: 

v(/?— 2)= 2/i+4tf +2.2ö» -h 4«' + 4^+>l. 
Aus ihr ergibt sich: 

oder auch mit Hilfe der Formeln von Caylbx^): 

X=y (p+4) - 6 (/?+Ä-4(w + 00-2/?. 

105. Wir haben schon (98) gesehen, dass die zweite Polarfläche von 
die Knotencurve {$) in den ß(p—4t) Puncten schneidet, wo diese von den 
Berührungsgeneratrixen der ß Tangentialebenen von jP, die durch o gehen, 
getroffen wird. Dies sind diejenigen Puncte der Curve (^), deren Quadri- 
polarflächen durch gehen. Eine solche Polarfläche besteht aus den zwei 
Ebenen, welche in demselben Puncte die Fläche F berühren und von denen 
eine durch o geht. 

Die übrigen Durchschnittspuncte der zweiten Polarfläche von o sind 
Puncte, deren Quadripolarfläche unbestimmt ist, das heisst, es sind die drei- 
fachen und vierfachen Puncte von F, deren Zahlen sind: 

e, 0ip-^€), 2ai, uf(p^Sh «', Ä ^ T. 

Wir haben schon gesehen, dass jeder der ^, (/>— ß)» 2ö», to (p—S) Puncte 
bezüglich für 4, 3, 3, 2 Durchschnittspuncte der Knotencurve mit der zweiten 
Polarfläche von o gilt; jetzt wollen wir zur Betrachtung der anderen Puncte 
tibergehen. 

106. Es sei m ein Doppelpunct der Cuspidalcurve und man halte die 
Benennungen der Nr. 102 fest. Eine beliebig durch m gelegte Ebene M 
schneidet F in einer Curve l von der Ordnung p und der Classe /z, die in 



1) Das heisst, indem man fbr ß den gleicbgeltendeo Ausdruck d{p — y)'\'ß—0 
setzt (97). 
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m einen vierfachen Punct hat (vier Doppelpuncten' und zwei Spitzen gleich, 
geltend); in ihm werden zwei Zweige von der Spur von P und die beiden 
andern von der Spur von P* berührt. Geht die Schnittebene durch die 
Tangente ^, so zerfällt der Schnitt / in die Gerade t und eine Curve V der 
(/? -l)-ten Ordnung und yu-ter Classe, die in m einen dreifachen "Punct hat. 
Dort hat ein Zweig t zur Tangente während die beiden andern von der Spur 
von P berührt werden. Die Ebene schneidet die Linie (v-J-^ anderswo 
noch in v-f-^— 3 Puncten, die Spitzen von /' bilden, und da m für zwei 
Doppelpuncte und eine Spitze zu zählen i&t, so hat V noch andere 

i [^/o- l)(/o-2)-;cc-3(v + ^—2)] - 2 = f + io^p + 2 

Doppelpuncte, von denen ^— />+2 in der Curve (^ liegen. Von den andern 
yo— 2 DurchschnittspunQten dieser Curve mit der Ebene sind 4 im Puncte m 
vereinigt und /> — 6 befinden sich in den andern Durchschnittspuncten von t 
nnd 1% das heisst t trifft ausser t' noch />— 6 Generatrixen und hat folglich 
in m mit / einen fünfpunctigen Contact. 

Wir setzen jetzt voraus, die schneidende Ebene fiele mit der Tangential- 
ebene P zusammen. Dann ist der Schnitt l aus der zweimal genommenen 
Geraden t und einer Curve l" der (/o— 2)-ten Ordnung und (A— l)-ten Classe 
zusammengesezt, die in m einen dreifachen Punct hat — weil alle durch m 
in der Ebene P gezogene Geraden in ihm mit F eine fünfpunctige Berührung 
eingehen — ; in ihm wird ein Zweig von t berührt, und die andern beiden 
von der Geraden PP, Die Curve l" hat andere v-f^— 4 Spitzen, sie besitzt 
also ausser den beiden in m vereinigten Doppelpuncten noch 

i[(/o-2)(/o—3)-Ctt-l)-3(v + <?-3)]-2 = e+«i-2/> + 6 

andere. Die übrigen 2/?— 6 Durchschnittspuncte von P mit der Curve (^ 
werden von den />~6 Puncten, in denen t andere Generatrixen von F als t' 
schneidet, und dem Puncte m gebildet; folglich hat die Ebene P mit der 
Curve ($) einen zweipunctigen Contact in jedem der genannten p Q Puncte 
und einen sechspunctigen Contact in m. Ein ähnlicher Schluss lässt sich für 
die Ebene P' machen, und folglich hat die Gerade PP' mit der Curve (f) 
im Puncte m sechs vereinigte gemeinschaftliche Puncte.^) Diese Gerade ist 
aber auch die Durchschnittsgerade der Tangentialebenen der zweiten Polar- 
fiäche von o in dem Biplanarpuncte m; und also haben wir: 



1) Eine beliebig durch die Gerade PP gelegte Ebene schneidet F in einer 
Curve l Ton der p-ieu Ordnung und der /Ji-ten Classe mit vier in tii sich kreusen- 
den Zweigen und einer eiuzigen Tangente PP, mit der sie in diesem Puncte einen 
^echspunctigen Contact hat. Dieselbe Ebene trifft die Cuspidalcurre in andern v —2 
und die EnotencurTe in andern ^—6 Puncten. Die Curve l hat also in m eine 
Singularität, welche 6 Doppelpuncten und 2 damit vereinigten Spitzen entspricht 
und folglich die Verminderung um 6.2'f~2.3 = l8 in der Classenzahl und von 
6«6-}'2.S== 52 in der Zahl der Wendepuncte hervorbringt. 
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Ein Doppelpunct der (^ispidnleurve ist für die Knotenairve vierfach und 
gilt für xwolf Durchachnittapuncte der letzteren Curve mit der zweiten Polar- 
fläche eines beliebigen Poles in Bezug auf die gegebene Developpable. 

107. Ist m einer der ß Stillstandspuncte der Curve (v), und t die 
entsprechende Tangente, so schneidet die Ebene, welche F längs t berührt 
die Curve (*') in anderen v— 4 Puncten, das heisst, die Curve (/>— 2)-ter 
Ordnung, welche F und genannter Ebene gemein ist, hat wohl noch 
u-\-fi—S Spitzen, wie im Allgemeinen für eine ganz beliebige Tangential- 
ebene, aber eine derselben fällt auf m. Die ebene Curve hat in m die Tan- 
gente tf von der sie noch in jO— 5 anderen Puncten geschnitten wird, und 
da sie ausserdem von der (^t— l)-len Classe ist, so hat sie • 

Doppelpnncte , und folglich berührt die Ebene, welche in m einen vier- 
punctigen Contact mit der Curve (v) hat, die Curve (^) in m und in ande- 
ren p—b Puncten der Geraden t. Die nämliche Ebene berührt in m die 
zweite Polarfläche von o, und man hat also: 

Die zweite Polarfläcfie eines beliebigen Poles in Bezug auf eine Deve- 
loppable beröhrt die Knotencurve in den StilUtandspuncten der Cuspidedcurve. 

Eine beliebig durch die Cuspidaltangente t der Curve ( v ) gelegte Ebene 

schneidet F in dieser Geraden t und in einer Curve (/>— l)-ter Ordnung und 

fJL'ter Classe, für welche m die Vereinigung einer Spitze und eines Doppcl- 

punctes darstellt*); es gibt ausserdem noch v-f^— 3 andere Spitzen und 

folglich 

«(A>-l)(iO-2)-/i-3(v+^-2)]-l=^ + cii-/>-f3 

Doppelpuncte. Die Gerade t triflft nur /o— 5 von ihr selbst verschiedene 
Generatrixen, das heisst, sie schneidet die ebene Curve in />— 5 Puncten — 
oder hat auch in m mit ihr einen vierpunctigen Contact — und folglich hat 
die Ebene mit der Curve (^) einen zweipunctigen Contact in m. Also 
erhält man: 




1) Eine beliebige Ebene achneidet F in einer Curve l der p-texi Ordnung und 

^-ter Classe mit $-{-0) Enotenpuncten und v-\-0 Spitzen, woraus man 

^=/,(^-l)-2(^+ö>)-3(»' + ^ 
zieht Geht die Ebene durch einen der a Berührungspuncte der stationären Ebe- 
nen, BD haben wir in ihm eine Spitze, einen Knoten- und einen Wendeponct ver- 
einigt. Die Curve l hat in diesem Puncte zwei Zweige, weil der Punet für F ein 
Doppelpunct ist, mit derselben Tangente, deren Berührung ferner vierpunctig ist, 
da diese Tangente in der Wendeebene Hegt. Man hat so in der CoAe / eine 
'Singularität, welche die Verminderung 3 f 2 in der Claase und 8+-6+1 in der Zahl 
der Wendepunctc hervorbringt. 

Geht die schneidende Ebene durch einen der ß stationären Puncte der Curve 
(v), 80 hat in ihm die Curve / drei Zweige, die von derj^elben Tangente vierpunctig 
berührt werden. Diese Singularit&t'umfasst zwei mit einem Knotenpunct ver- 
einigte Spitzen. 



90 Ztoeiter Theil. fCiip IV. 

In den stationären Puncten der CkispiddLcurve einer Developpablen haben 
die Ciispidal- und Knotencurve dieselben Tangenten. 

108. Es sei jetzt m einer der A Puncte der Curve (v), die in zwei 
Tangenten liegen. Es sei t die Tangente in m und t' die andre Tangente, 
die auch durch m geht. Der Berührungskegel Ton jP in m — oder auch 
(71) die cubische Poiarfläche von m — ist dann aus drei Ebenen zusam- 
mengesetzt, von denen zwei mit der Ebene zusammenfallen, welche F längs 
t berührt, und die dritte ist die Tangentialebene längs f. Die Durchschnitts- 
gerade t'* dieser beidep Tangentialebenen ist die Cuspidaltangente der Knoten- 
curve in m. 

Die zweite Polarfläche von o geht durch m und wird dort von einer 
Ebene, die durch t'* geht, berührt, das heisst, von einer Ebene, welche mit 
der Curve ( einen dreipunctigen Contact hat; folglich hat man: 

Die zweite Polarflädie eines beliebigen Poles in Bezug auf eine Deoe- 
loppable hat mit der Knotencurve in jedem Puncte einen dreipunctigen Contact, 
fodcher för diese ein Stiüstandspunct und ßir die Ouspidalcurve ein einfacher 
Punct ist, 

109. Jeder der dreifachen Puncte von F, in dem drei getrennte Gene- 
ratrixen zusammenlaufen, ist offenbar für die Curve (f) ebenfalls dreifach 
und ist auch ein Punct der zweiten Polarfläche von o. 

Die Durchschnittspuncte der zweiten Polarfläche von o mit der Curve 
(f) werden daher durch folgende Gleichung repräsentiert: 

6(^-2) ==Ai(/o-4) + 2/ff+3^+3T-f4<9-f3<?0o--6)+3.2tt»+2a^(iO-8) + 12«'. 
Setzt man hierin für ^ seinen Werth (104), so entsteht: 

3t = (f— )t£— 3v-3^-2ö*) {p-2)'\-Sfi+2O0) + 10/? -|- ISoi. 
Mittelst des Princips der Dualität erhält man aus den Zahlen ^> r fol- 
gende andere Zahlen: 

^1 = A'Oo+4) - 6(/>+«) - 4(0; +r')-2<?, 
3ri = (iy-w-3/i— 3(?- 2«i*)(^— 2)+8»'+20<?) + 10a+ 18«>, 
wo A^ die Zahl der Ebenen bedeutet, von denen jede die Curve (v) in 
einem Puncte osculiert und in einem andern berührt, und r^ did Zahl der 
Ebenen, welche die Curve (^) in drei getrennten Puncten berühren. 

110. Existieren auf einem Kegel f-ter Ordnung zwei Curven, die nicht 
durch den Scheitel gehen und jede Generatrix bezüglich in «rj, «^ Puncten 



Geht die schneidende Ebene durch einen der X stationären Puncte der Curve 
({), so erhalten wir in ihm drei Zweige der Curve l mit zwei verschiedenen Tan» 
genten, eine SinguUrit&t, welche der Vereinigung einer Spitze mit zwei Knoten-, 
puncten entspricht. 

Geht die schneidende Ebene durch einen der BerähruDgspuncte der Cnrven 
(y), (^) mit den station&ren Geraden, so hat in ihnen die Curve l zwei Zweige, 
die von derselben Tangente vierpunctig berührt werden, und diese Singularit&t ent- 
spricht zwei mit einem Knotenpunct vereinigten Spitzen. U. s. w.y u« s. w. 
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schneiden) so int die Zahl der beiden Curven gemeinschaftlichen Pnncte 
gleich ^<r|<72. Diese Behauptung, die an sich klar ist, wenn die beiden 
Curven die Durchschnitte des Kegels mit zwei Flächen bezüglich der ^i-ten» 
«r^-ten Ordnung sind, nehmen wir hier fiir allgemeingiltig an. 

Dies vorausgeschickt bemerke man, dass der Perspectivkegel der Knoten- 
curve (^) vom Scheitel o mit der Developpablen F die Curve (^) gemein 
hat, die zweimal zu zählen ist, und also diese Fläche noch in einer anderen 
Curve c der f (/> — 2)-ten Ordnung schneidet, die mit jeder Generatrix des 
Kegels /o— 2 Puncte gemein hat. Nimmt man auf jeder Generatrix des Kegels 
die harmonischen Mittelpuncte des (/o--3)-ten Grades des Systems der (/o— 2) 
Pnncte von c in Bezug auf o als Pol, so ist der Ort dieser harmonischen 
Mittelpuncte — genau wie für die ebenen Curven ^) - eine Curve c' von 
der $(p-'SHen Ordnung und hat mit jeder Generatrix des Kegels p—S 
Puncte gemein. Die beiden Curven c, c' haben ^»'/o— 2)(/? -S) Puncte ge- 
mein, und zwar die folgenden:. 

a. Die Berührungspuncte der Curve c mit Tangenten, welche gleich- 
zeitig Generatrixen des Kegels ($) sind. Aber die Tangenten, welche sich 
von an ^ ziehen lassen, haben ihre Berührungspuncte auf ß Geraden 
(Generatrixen von F)^ welche (18) den Kegel (i) in At(f— 2/?+8) Puncten, 
die nicht auf der Curve (4^) liegen, treffen. Diese Mf — 2/»4-8) Puncte sind 
folglich ebensoviele Durchschnittspuncte der Curven c, c'. 

b. Die Puncte, in welchen die Curve (^) von den x Doppelgeneratrixen 
des Kegels (^) getroffen wird. Es seien pi, ps zwei Puncte der Curve ($) 
mit in gerader Linie. Wir betrachten die Doppelgeneratrix opip% des 
Kegels wie zwei verschiedene Generatrixen opi, opa. Die erste derselben 
trifft zunächst die Curve {$) in pi, schneidet dann F in zwei mit p2 
zusammenfallenden Puncten und ansserdem noch in anderen p — 4 Puncten 
^1) tt'i, • • •; ^ie zweite dagegen schneidet, nachdem sie die Curve (?) in 
ps getroffen, die Fläche F in zwei mit pi zusammenfallenden Puncten und 
ausserdem noch in anderen /o— 4 Puncten qi, qg, .... »Die Ebene, welche 
durch und durch die Tangenten der Curve (f) in pi (oder in p2) geht 
schneidet die beiden Tangentialebenen von F in p^ (oder in pi) längs zwei 
Geraden, welche in p2 (oder in pi) Tangenten der Curve c sind; die bei- 
den Ebenen, die durch o und bezüglich durch die Tangenten der Curve ( ?) 
in den Puncten pi, p^ gehen, schneiden die Tangentialebene von F in i| in 
zwei Geraden , welche die Curve c in ij berühren. Also sind die Puncte 
Pi y p2, ({!) (\Q, - ' * sämmtlich für c Doppelpuncte. 

Auf der Geraden 0pi, findet man als Puncte der c' die /o— 3 harmoni- 
schen Mittelpuncte des Systems p2, ps» i|i» i}9> • • ^ ^^^^ &uf op^ hat die- 
selbe Curve die />— 3 harmonischen Mittelpuncte des Systems pi, pi, it|i, i|s» • •« 
folglich enthält die Doppelgeneratrix üpips des Kegels 2(p — 3) Puncte von 
c'. Einer davon ist pi, ein andrer pa. Jeder dieser Puncte ist für c ein 



1) Einleitung, No. 68. 
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Doppelpunct und ein einfacher Punct für c', und vertritt also zwei Durch- 
schnittspunete der Curven c, c'. Die x Sehnen der Curve (^), welche durch 
gehen, geben folglich 4« Durchschnittspuncte der Curven c, c\ 

c. Die Piincte, in denen die Cuspidalcurve (i') und die ff stationären 
Generatrixen von F den Kegel (^) treffen. Die Gerade, welche von o nach 
dem Puncte p der Curve ( ^) geht, treffe in m die Linie (»'+^) und ausser- 
dem F in weiteren p—A Puncten i)i, i|2, . . . . Da m zwei Durchschnitts- 
puncte von op mit F darstellt, so ist m auch einer der harmonischen Mit- 
telpuncte, deren Ort c' ist. Jede Ebene durch m trifft in diesem Puncte c 
in zwei zusammenfallenden Puncten, weil m ein gewöhnlicher Punct für den 
Kegel (^) und ein Doppelpunct (üniplanarpunctj fiir F ist. Da nun alle 
Geraden, die mit F einen dreipunctigen Contact in m haben, in einer einzigen 
Ebene liegen, so ist die Durchschnittsgerade dieser Ebene mit derjenigen, 
welche den Kegel (^) längs op berührt, die einzige Tangente der Curve c 
in m, und m ist folglich für c eine Spitze. Eine beliebig durch op gezo- 
gene Ebene schneidet den Kegel (^) in anderen f—1 Generatrixen, deren 
eine op' die Curve c in den Puncten m', m", qi', (\ü' ... trifft. Nähert 
sich op' unendlich der Geraden op, das heisst, wird die Ebene Tangential- 
ebene des Kegels, so nähern sich die Puncte qi', (\2'f ... unendlich den 
Puncten t\i, x)2, ... und die beiden andern m', m" nähern sich unendlich 
dem Puncte m und also auch sich selbst untereinander. Wenn sich aber die 
Puncte m', m" in einen vereinigen, so fällt auch einer der harmonischen 
Mittelpuncte auf op' mit ihm zusammen, das heisst, die beiden Curven c, & 
haben in m dieselbe Tangente mm' oder mm". Folglich repräsentiert m drei 
Durchschnittspuncte der Curven c, c*. Die Zahl der zu m analogen Puncte x 
ist gleich der Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte (107) der Curve (f) 
mit der Linie (v+ff). Die Curven (f) und (v) haben gemein: 

1. die Berührnngspuncte der a stationären Ebenen; 

2. die ß Cuspidalpuncte der Curve (j^); jeder derselben zählt für drei 
Durchschnittspuncte der beiden Curven, weil diese in ihm dieselbe 
Tangente haben (103); 

3. die ^ Cuspidalpuncte der Curve (^); jeder von ihnen zählt für 
zwei Durchschnittspuncte, weil in ihnen die beiden Curven nicht 
dieselbe Tangente haben; 

4. die Berührnngspuncte der stationären Tangenten; jeder derselben 
zählt für drei Durchschnittspuncte, weil in ihnen die beiden Curven 
drei Puncte in gerader Linie gemein haben; 

5. Die 2aj Berührungspuncte der Doppeltangenten; jeder derselben 
zählt für zwei Durchschnittspuncte, weil in ihnen die beiden Curven 
(v) und ($) dieselben Tangenten haben; 

6. Die «' Doppelpuncte der Curve (i^), welche, als vierfache Puncte 
der Curve ($J, 2.4.«' Durchschnittspuncten gleich gelten. 
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Die Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte der Curven (?),(*') ist daher 

Jede der stationären Geraden hat (100) mit der Curve (f) einen 
dreipunctigen Contact und ausserdem p — 6 gemeinschaftliche Puncte, Ton 
denen jeder für die Curve (^) stationär ist und folglich zwei wirkliche 
Durchschnittspuncte darstellt. Die Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte 
der Curve (f) mit der stationären Geraden ist also 

und folglich ist die Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte der Curve (^) 
mit der Linie (*'+^) gleich 

vf-a-3y9-.2>l— S^J'— 4w-8ö' + ^(f-2/> + 9). 

d. Die Puncte, in denen die ot Doppelgeneratrixen von F den Kegel 
(^) treffen. Wenn die von nach einem Puncte p der Curve (^ gezogene 
Gerade die Doppelgeneratriz ^ in m trifft, so gilt m für zwei Durchschnitts- 
puncte von op mit F und ist daher ein Punct der Curve c\ des Ortes der 
harmonischen Mittelpnncte. Ferner ist m für die Curve c ein Doppelpunct, 
weil diese in ihm zwei Tangenten besitzt, welche die Durchschnittsgeraden 
der Tangentialebene des Kegels (f) längs op mit den Tangentialebenen von 
F längs t sind. Die Gerade t hat mit der Curve (^) zwei dreipunctige Be- 
rührungen und ausserdem noch /t>— 8 gemeinsame Puncte, die für genannte 
Curve Doppelpuncte sind ; folglich ist die Zahl der scheinbaren Durchschnitts- 
puncte dieser Curve mit den ö> Doppelgeneratrixen gleich ö;[4^— 2(yti - 8) — 2.3J 
das heisst ö'(^--2/>4-lü). Jeder dieser Puncte zählt für zwei Durchschnitts- 
puncte der Curven c, c'. 

e. Die Doppelpuncte der Curve (v), welche für die Curve (f) vierfach 
sind. Ist m einer dieser Puncte, so ist om eine vierfache Generatrix des 
Kegels iß). Wir wollen diese Gerade so ansehen, als sei sie durch Ucber- 
einanderlagern von vier verschiedenen Generatrixen erzeugt: in jeder der- 
selben fallen zwei von den />— 6 Puncten der Curve c mit m zusammen, 
folglich ist m auch ein harmonischer Mittelpunct, das heisst ein Punct von 
c'. Der Punct m repräsentiert für die Curve c und auf jeder der vier Ge- 
neratrixen einen Doppelpnnct mit zusammenfallenden Tangenten, weil die 
Tangenten die Durchschnittsgeraden der Tangentialebene des Kegels (^) längs 
om mit den Tangentialebenen der Developpablen in m sein würden, und diese 
Geraden zusammenfallen, da diese drei Ebenen durch ein und dieselbe Ge- 
rade gehen. (In der That ist die einzige Tangente der Curve (?) in m ge- 
nau der Durchschnitt der beiden Tangentialebenen von F), Also gilt m für 
3.4 Durchschnittspuncte der Curven c, c'. 

111. Die Durchschnittspuncte der Curven c, c' sind also durch folgende 
Gleichung ausgedrückt: 
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^0^-2) (^-3) = ;£(f-2/o-f 8)+4x +3(vf - a -3/S— 2i-3<?-4<tf-8«' ) 

+ 3^(e-2/> + 9 ) + 2w(e-2/o + 10) + 12»'. 
Aus der dritten GleichuDg der Nr. 97 erhält roaii aber: 

/t'(/>-l)-/*-3(v+(?)-2«; = 2f, 
alflo: 

2f(?~2iO+3) = — 2At(iO~4) + 4x-3(a + 8/? + 2^)-6<?('/>-3)-4<w(/?-2)— 12«'. 

Addiert man diese Gleichung zu der mit 4 multiplicierten ersten Gleichung in 
Nr« 109, und setzt für ß den äquivalenten Ausdruck (97): ' 

6/D-8/*+3a— 2^, 
so erhält man: 

^(^— 1)— 2x-2<ö(/>— 8)-3ii-3/?0o-6)— 6t~18«' = /»(a*— 3)— 3«. 

112. Daraus ergibt sich sogleich die Classe der Curve (^). Diese Curve 
hat X scheinbare Doppelpuncte, w(p—S) wirkliche Doppelpuncte, il + ^(/o— 6) 
stationäre Functe, r dreifache und &' vierfache Puncte, von denen jeder sechs 
Doppelpuncten und zwei Spitzen gleich gilt (106, Anmerkung). Ausserdem 
hat die Curve (4^) noch weitere y' Doppelpuncte entsprechend den Ebenen, 
welche F längs zwei verschiedener Generatrixen berühren. 

Betrachten wir nähmlich eine solche Ebene , welche die Curve (v) in zwei 
Functen m, m' osculiert und JF* längs der beiden Geraden nm^ nm' berührt. Diese 
Ebene schneidet F längs einer Curve l der (/o— 4)-ten Ordnung und (A* — 2)-ter 
Classe, mit v-|-^ — 6 Spitzen also im Besitz von 

J[/>-4)(^-5)-(yu-2)-3(v+^-6)] = f +a;-4(/>-5) 

Doppelpuncten. Der Funct n ist für den vollständigen Schnitt vierfach und 
stellt also vier Durchschnittspuncte der Ebene mm'n mit der Knotencurve 
dar, und folglich fallen die übrigen A(p—^) Durchschnittspuncte zu zwei und 
zwei auf die Durchschnittspuncte von / mit der Geraden mn, m'n'^ das heisst, 
jede von diesen Geraden berührt l in einem Puncte (m oder m') und schneidet 
sie noch in andern p—Q Puncten. Die Ebene mm'n hat also mit der Kno- 
tencurve in n eine vierpunctige Berührung und noch 2(/> — 6) andere zwei- 
punctige Contacte, und jede der Geraden nm, nm' trifft nicht mehr als /o— 6 
andere Generatrixen. Schneiden wir also die Curve {$) durch eine Ebene, 
die durch nm geht oder auch durch nm', so gilt n immer für zwei zusammen- 
fallende Durchschnittspuncte ; das heisst n ist ein Doppelpunct für die Curve 
(^). Man sieht nun leicht, dass die beiden Tangenten dieser Curve in n in 
der Ebene mm'n enthalten sind und mit den beiden Generatrixen nm, nm< 
ein harmonisches Büschel bilden ^). 



1) Die correlative Eigenschaft ist: Wenn die Curve (v) einen Doppelpunct m 
hat, so berfihrt die Ebene der beiden Tangenten die doppeltberübrende DeFeloppable 
(die von der Classe t^ ist) längs zwei Geraden, welche d'ircb m geben, und deo 
beiden Tangenten der CuspidalcurTe harmonisch coDJugiert sind. Diese beiden Ge- 
raden sind die Spuren der Ebenen, welche in m mit der Knotencurve einen sieben- 
punctigen Contact haben. 
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Dies voraasgesetzt, ist mit Rücksicht auf die letzte Gleichung der Nr. 111 
die Classe der Knotencurve, das heisst die Ordnung der Developpablen; welche 
von ihren Tangenten erzengt wird, gleich 

Gemäss dem Dualitätsprincip ist dann die Ordnung der doppeltberührenden 
l)eveloppablen der Curve (v) gleich 



CAPITEL V. 

PROJECTIVISCHE FLÄCHENBÜSCHEL. 

113. Es sind zwei projectiyische Flächenbüschel bezüglich V|.ter und 
vs-ter Ordnung gegeben; was ist der Ort der Durchschnittscurve Vi^i-ter 
Ordnung zweier entsprechender Flächen? 

Ist X ein beliebiger Punct einer Geraden tj so geht durch x eine Fläche 
des ersten Büschels. Die entsprechende Fläche des zweiten Büschels schnei- 
det t in vg Poncten jr'. Umgekehrt geht durch einen Punct jr' eine Fläche 
des zweiten Büschels ^ und die entsprechende Fläche des ersten Büschels 
schneidet t in ^i Pnncten x. Wir haben daher auf t zwei Reihen von 
Puncten jr, X* mit der Beziehung (vi, v^) und die Zahl der zusammenfallen- 
den Pnncte ist daher vj -[- vj- Der gesuchte Ort ist also eine Fläche 
vi -|- v^yter Ordnung^ 

Oder auch: Eine beliebige Ebene schneidet die gegebenen Flächen in 
Canren, die zwei projectiyische Büschel bilden. Nun ist der Ort der Durch- 
schnittspuncte entsprechender Curven eine Curve (vi -f- v^yter Ordnung i), 
also wird der gesuchte Ort von jeder beliebigen Ebene in einer Curve 
(vi + i^3)-ter Ordnung geschnitten. 

Diese Fläche geht durch die Curven vi^-ter, v^s.ter Ordnung , welche 
die Basen der beiden Büschel bilden, weil jeder Punct dieser Curven in 
allen Flächen des einen Büschels und in einer Fläche des andern liegt. 

Sei ein Punct der Curve (vi^), St diejenige Fläche des zweiten Bü- 
schelsy die durch o geht, Si die entsprechende Fläche des ersten Büschels 
und P die Ebene, welche Si in o berührt. Dann schneidet P die aS^i in 
einer Curve, welche in o einen Doppelpunct hat, und Si in einer Curve, die 



1) Obassmahit, Die höhere PrqjeetivUlU in der Ebene, (Orelles Journal, 
Bd. 42; 1851. S. 202). — EirOeUtmg, No. 50. 
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durch geht. Folglich ') ist a auch für die Curve (vi + v^), der Durch- 
schnittscurve der Fläche (vi + v^ ) mit der Ebene /*, ein Doppelpunct, daa 
heisst, diese Flache wird in o von der Ebene P berührt. 

114. Auf einer Fläche S der (vi + v8)-ten Ordnung denken wir uns 
eine Curve ci der »'i^-ten Ordnung gezogen, welche die Basis eines Flächen- 
büschels »'i-ter Ordnung bildet, und nehooen zunächst an, es sei »'i > >'2- 
Es seien Si, Si' zwei Flächen dieses Büschels. I>a die Flächen aSi, S die 
Curve 6*1 gennein haben, die auf einer Fläche aSi' der vj-ten Ordnung liegt, 
so schneiden sie sich ausserdem noch ii\ einer Curve viv<2-ter Ordnung, die 
auf einer Fläche S2 der V2-ten Ordnung liegt 2), die nur eine sein kann, 
weil zwei Flächen v^-ter Ordnung keine Curve gemein haben können, deren 
Ordnungszahl ^1^2 >- vj^ igt. Ebenso schneiden sich die Flächen Si'j S, 
da sie beide durch die Curve ci gehen, die auf einer Fläche aSi der vj-tcn 
Ordnung liegt, ausserdem längs einer Curve der viV2-ten Ordnung, die auf 
einer völlig bestimmten Fläche S2' der 1^2 -ten Ordnung liegt. Die Puncte, 
in denen die gemeinschaftliche Curve c^ der Flächen S^t S2' die Flächen 
*S'i, Si* trifft, gehören bezüglich zu den Curven aS'iÄ, aS'i'aS'2'; das heisst, 
sie liegen sämmtlich auf der Fläche S. Ihre Zahl 2^1^22 übersteigt aber 
di§ Zahl (vi + ^2)^2^ der Durchschnittspuncte einer Curve v22-ter Ordnung 
mit einer Fläche der (pi+ V2)-ten Ordnung, und es liegt daher die Curve 
/S2S2' vollständig auf S und bildet dort, die Basis eines Büschels vj-ter 
Ordnung. Wir haben somit auf S zwei Curven ci, C2, welche die Basiscui'- 
ven zweier Büschel (aS*i, aSi', . . . ), (aSjj, aS^', . . . ) der vj-ten und V2-ten 
Ordnung bilden. Jede Fläche des ersten Büschels schneidet 6 längs einer 
Curve der viV2-ten Ordnung, durch welche eine ganz bestimmte Fläche des 
zweiten Büschels geht, und umgekehrt, die zweite Fläche individualisiert die 
erste. Die beiden Büschel sind daher projectivisch und der Ort der Durch- 
schnittscurven entsprechender Flächen ist S. 

Es sei zweitens ^i^^2* Eine beliebige Fläche Si der Ordnung >^i 
welche durch die Curve ci geht, schneidet S längs einer andern Curve 
der v'ii'2-ten Ordnung, durch welche (20, Anmerkung) eine unbegrenzte Zahl 
von Flächen 1^2 -ter Ordnung geht. Es sei aS2 eine derselben, welche dadurch 
bestimmt ist, dass auf der Fläche S ausserhalb der Curve c\ noch 
Xi{v2 — vi)+l beliebige Puncte fixiert sind. Dann schneidet aS2 die S in einer 
andern Curve C2 der v23-ten Ordnung, welche die Basis eines Büschels 
V2-ter Ordnung bildet^). Eine andere Fläche aSi der vj-ten Ordnung, die 
auch durch ci geht, schneidet S in einer andern Curve der viV2-ten Ord- 



1) Einleitung, No. 51, b. 

2) Diese Behauplnng ist eine unmittelbare Folge deir analogen Eigenschaft, 
welche {Einleitung^ 44) fllr die Curven besteht, die bei Durchschneiden der Flä- 
chen in Rede durch eine Ebene entstehen. 

8) ^an sehe die Bemerkung der letzten Note. 
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nung, welche viy2^Functe mit 02 gemein hat, Dämlich die Puncte, in denen 
Ci von Si getroffen wird; folglich enthält die- Fläche /S3' der vg-ten Ordnung; 
die durch a und einen neuen beliebig auf dei' letzten Curve >'iv2-ter Ord- 
nung angenommenen Punct geht, diese letztere Curve vollständig. Auf diese 
Weise haben wir wie im ersten Falle auf S zwei Curven ci^ c%, welche die 
Basiscurven zweier projectivischer Büschel bilden , deren entsprechende Flä- 
chen sich in Curven schneiden, die sämmtlich auf S liegen i). 

115. Es seien wieder zwei projectivischo Flächenbüschel gegeben, das 
erste von der Ordnung »'', das zweite von der Ordnung v — v"<:v'. In 

ihnen mögen die Flächen Sy'j Sy" + Sy* j;" des ersten Büschels — 

Su" + Sy'^v" wt hierbei der Complex der beiden Flächen Sy'* , Sy'^y" 
— respecdve den Flächen «Sv— p", Sy^y* + Sy*^y" des zweiten Büschels 
entsprechen. Als Ort der gemeinschaftlichen Durchschnittscurven der ent- 
sprechenden Flächen erhält man dann den Complex der Fläche Sy'^ y" und 
einer zweiten Fläche Sy der v-ten Ordnung und k^nn damit das vorher- 
gehende Theorem auf folgende Weise darstellen: 

Man habe die drei Flächen Sy^ Sy', iSy'\ deren erste durch die Durch- 
schnittscurve v'v"-ter Ordnung der beiden andern Flächen geht, und es sei 

V 5 v', V < v' + v" und y' > v". Die Fläche aS'v' schneidet Sy längs einer 
anderen Curve der v'(v— v")-ten Ordnung, die auf einer Fläche Sy^y" liegt, 
welche vollständig und eindeutig bestimmt ist, weil v—v"<:v' ist. Eenso 
haben Sy" und Sy eine andere Curve der >'"(v — v')-ten Ordnung gemein, die 
auf einer Fläche Sy^y' liegt, die gleichfalls eindeutig bestimmt ist, da 
V— v'<:v" ist. Nun schneiden sich Sy^y' und Sy^y" längs einer Curve, 
die auf Sy liegt gemäss dpm allgemeinen Theorem (114). Auf diese Weise 
sind also, wenn Sy, Sy', Sy" gegeben ^ind, die Flächen Ä—v', Sy—y" voll- 
ständig und nur auf eine Weise individualisiert, und Sy gehört zu demselben 
Büschel, zu welchem die zusammengesetzten Flächen Sy'-^Sy—y', Sy"^Sy — y" 
gehören. Sind also jetzt nur die Flächen aS'j,*, S^,u gegeben, so kann Sy, da 
Sy j,i, Sy yit genau 

tt(v-v') + »(v-v") 

Bedingungen genügen können, und man, um eine Fläche eines Büscliels fest- 
zulegen, einer neuen Bedingung genügen muss, 

tt(v-.v') + tt(v-v") + 1 
Bedingungen erfüllen. Man hat daher den Satz: 

SoU Sy durch die Curve Sy'Sy" hindurchgeheiiy so gilt das gleich f (üs 
MoUte ne durch 

«M - x^v-y') - m^-y") - 1 

heUebig gegebene Puncte gehen, 
Oder auch: 



1) Craslbs, Deux iheoremes geniraux eur les eourlee et lee surfaces giomi- 
triques de tout les ordrea, (Compte rendu du 28 d^eomhre 1857). 

Crkmona, OberflSchen. 7 
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Jede Fläche i^-ter Ordnung^ welche durch 

tt(v) - tt(v -V') ~ »(v-v») - 1 
beUdnge PtmcU der Durchschnütscurve zweier Flächen i^'-ter und ^"'ter Ord- 
nung (v < v' -|- 1/") geht, enthält diese Curve vollständig. 
Eine Fläche v-ter Ordnung, die durch 

nW - tt(v-vO - tt(v-v'0 — 2 

beliebige Puncte der Curve (v' v") geht, schneidet sie noch in 

vvV - tt(v) + »(v-v') + «(v-v") + 2 
weitereu Pnncten, die durch die ersten mit bestimmt sein müssen, da sie 
nicht beliebig sein können, ohne dass die Fläche die Curve vollständig ent- 
hielte. Alle Flächen also, welche durch die ersten Puncte gehen, enthalten 
auch die anderen. Man hat daher den Satz: 

Die vv'v" Durchschnittspuncte dreier Flächen von den respec^ven Ordnun- 
gen V, v', v" sind durdk 

JXiy) - tt(v-v') - »(v-v'O — 2 
von ihnen bestimmt, vorausgesetzt, dass die grösste der Zahlen v, v', v" kleiner 
ist als die Summe der beiden andern. 

116. Es sei jetzt die zusammengesetzte Fläche S^, -{- S^,i _ ^n mittelst 
zwei projectivischer Flächenbiischei erzeugt, in denen den Flächen aSj^«^ 

jSyti-\-Sy,i_^^,n des ei-sten Büschels die Flächen Sy ^m Sy v' + '^v'— v" ^®" 

zweiten der Reihe nach entsprechen, aber es sei jetzt v ^ J'' + ^"i ^' ^ p". 

Es seien die Flächen Sy Sy* aS^" gegeben. Die Fläche Syi schneidet 
Sy in einer Curve der v'(y— v")-ten Ordnung durch welche zusammen mit 
lt(v--v'— v")-|-l weiteren Puncten, die wir auf aS^ nehmen, eine Fläche 
Sy_y'i der (v— j/"J-ten Ordnung geht (114). Ebenso schneidet Syii die 
Sy in einer Curve v"(v— v'j-ter Ordnung, durch welche im Verein mit den 
obigen weiteren Puncten eine Fläche Sy_yi der (v — y')-ten Ordnung geht. 

Die beiden Flächen Sy yt Sy_^yit schneiden sich auf Sy, welche folglich 

zusammen mit Sy'+Sy^y* und SyH-^-Sy yf demselben Büschel angehört. 

Sind ausser der Carve Sy'Sy" Auch die weiteren Puncte im Räume ge- 
geben, aber Sy nicht gegeben, so kann die Fläche Sy^y», die durch diese 
Puncte gehen muss, noch andern 

Bedingungen genügen, und ebenso Sy^y>i noch andern 

Bedingungen. Also kann Sy auch 

Bedingungen Genüge leisten. Es folgt also, dass für aS^^ die Bedingung, 
durch die Curve SyiSyf und die weiteren Puncte zu gehen, so viel gilt als 

Bedingungen. Das Enthalten der Curve SyiSy'* entspricht folglich 



vv'v' 
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Ä(v)-Ä(v -v')-tt{y— 0+»(>'->' -0= l>''*'"(2v~»''-v" + 4) 

BedingUDgen. 

€Mu also unter der jetzigen Voraussetsung eine Fläche v4er Ordnung 
durch 

beliebige Funde der Durchschniitecurve zweier Flächen ^''ter, if"-ter Ordnung, 
so enihäU sie dieselbe vollständig, 

und man hat folgÜch den Satz: 

Jede Fläehe i*-4er Ordnung, welche durch 

«(v)-ll(v-v')-tt(*'-»''0+tt(*'-»''->'")-'l 
heliebige Puncte der Ourve {vV) geht, trifft dieselbe noch in andern 

Funden, die durch die ersten mit bestimmt sind, 

Oder aaoh: 

Die vv'y" Durchschnittspuncte dreier Flächen bezüglich von den Ord- 

nnngen u,v',y" sind dnrch ^ — - — r ■ 1 von ihnen vollständig be- 

stimmt, vorausgesetzt, dass die grösste der Zahlen v, v',v" nicht kleiner ist 
als die Summe der beiden andern ^). 

117. Gegeben z\rei Flächen i^^-ter und v^-ter Ordnung. Was ist der 
Ort eines Punctes x, dessen Polarebenen in Bezug auf jene Flächen sich auf 
einer gegebenen Geraden r schneiden? 

Gehen durch einen Punct i von r die Polarebenen von Xf so schneiden 
sich umgekehrt die ersten Polarflächen von t in jr (62). Lässt man t sich auf 
r bewegen, so bilden die ersten Polarflächen zwei projectivische Büschel (86) 
bezüglich von der (v^ — l)-ten, (y^ — l)-ten Ordnung und diese erzeugen (113) 
eine Fläche der (Vj + »'j— 2)-ten Ordnung, welche der gesuchte Ort ist. 

Jeder gemeinschaftliche Punct dieser Fläche und der Duchscbnittscurve 
der beiden gegebenen Flächen hat zu Polarebenen die Tangentialebenen der 
beiden Flächen in diesem Puncte und folglich ist die Durchsohnittsgerade 
dieser beiden Ebenen die Tangente der Curve {^^^^ im nämlichen Puncte. 
Diese Durchschnittsgerade tri£ft aber die Gerade r, und es gibt also so viele 
Durchschnittspuncte der Fläche (v^ + v^ — 2)-ter Ordnung mit der Curve {^j}'^) 
als es Tangenten von (^j^,) gibt, die von r getroffen werden. Nehmen, wir 
jetzt an, die Curve (^i^^) hätte ^ Doppelpuncte und <r Spitzen, das heisst, 
die beiden gegebenen Flächen hätten in ^ Pnncten eine einfache und in ^ Puncten 
eine stationäre Berührung, so gehören diese Puncte offenbar auch der Fläche 



1) JaoobT) a. a. O. 
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(v^-j^v^ — ^) *°' ^"'^ ^^® ^^^^ ^^^ überbleibenden Durchschnittspnncte ist 

Man hat also: 

Die Tun geinten der Durchschnütscurve zwäer FTächen ^^-ter, p^-ter Ord- 
nung^ die ^ einfache und <r stationäre Berührungen Haben ^ bilden eine Deve- 
loppaöle von der Ordnung 

Auf diese Weise kennen wir von der Curve (^^^^ die Ordnung u == v^i^^* 
die Ordnung der osculierenden Developpablen />= »'jJ^gC^'i + i'j— 2) — 2<^— 3<r 
und die Zahl der stationären Functe ß=e. Die Formeln von Cayley (12, 
79) geben nun die übrigen Cbarakteristiken : 

2« = ^/^(Vj- DCVj-l), 

« = 2vjVg(3Vj + 3Vjj-10)-3(4^+5<r), 

2r = »',»^2(^ + >'2-3) {9vjV2(., + v2-3)-6(6^+8^)~22} 

+ 5v^+(6^+8ir) (6«y+ 8^+7), 

2f = v,i.^(i.j+Vjj-2) |v^..^{v^ + v2-2)-2(2(J+3ff)-4} 

+ (2<y+3<r)2+8^+ll<r, 

2^= >'i^Ji\ + ^2-^) {^i»'sj(*'i+*'2-2)-2(2ey+3<r)-.10} 

+ SVjV^ + (5 J + 3/r)2 + 20<y + 27<r. 

Hierin ist e die Zahl der scheinbaren Doppelpuncte der Curve, die Zahl 
der wirklichen Doppelpuncte, welche ^ ist, nicht eingerechnet. 

Das Geschlecht der Curve ist 
i(V2-l)(*'i»'ii'-2)-(« + rf+^)=:lV2(Vj + v^-4)-(«J+^-l) 

und ist gleich Null, wenn die Curve ihre grösste Zahl vun Doppelpuncten 
hat. Folglich entsteht der Satz: 

Die grösste Zahl der Puncte, in denen zwei Flächen ^^-ter, v^-ter Ord- 
nung sich berühren können^ ist 



1) Die Zahl der überbleibenden Dturehsehnittspuncte sei 

Vi V2 <yt + J'i— 2)— ^ -iy<r, 
wo £ und ij noch au bestimmende Coef&eienten sind. Zu diesem Zwecke setze 
man ui=:y, ^« = 1, dann wird die Fiftche (vi-f-va — 2) die erste Polarfl&ehe des 
Fundes Oy in dem r eine Ebene P infft, in Besug auf eine gegebene Fliehe Fp^ 
Die Tangenten der Gurre PFj, welche durch r getroffen werden, sind diejenigen, 
welche durch o gehen, also muss die Zahl 

^i va (vi + va~2)— f <^— i7<r 
die Classe der Gurre PFy, ausdrftcken. Diese ist aber gleich v(v— 1)~2<^— 3<r und 
folglich ist ^:s 2 und 17 s 8* 
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118. Die Zahl n dor Goraden, die durch einen festen Punct o gehen, 
und jede die Durchschnittscarve zweier Flachen Fv.yFy in zwei Fancten 
treffen, kann man auch direct, wie folgt, bestimmen. 

Wie es schon anderswo (77 — 79) gezeigt ist, bilde man für jede der 
beiden gegebenen Flächen die Reihe der perspectivischen Flächen F% , F'y« 
und die Reibe der abgeleiteten Flächen ^^ _i, ^v^^i entsprechend den ver- 
schiedenen Werthen eines gewissen Doppel Verhältnisses und zwar unter Be- 
nutzung des Poles o und einer willkürlichen Ebene P. Die so bestimmten vier 
Reihen von Flächen sind projectivisch, wenn man nur als entsprechende Ele- 
mente diejenigen Flächen annimmt, die ein und demselben Werthe des Doppel- 
verhältnisses entsprechen. 

Die Ordnung und der Index der Reihen, die durch die Flächen -^'v.» 
F'p gebildet werden, sind v^, v^, und also ist ^) der Ort der gemeinschaftlichen 
Curve zweier entsprechender Flächen dieser Reihen von der 2i^^v.2-ten Ord- 
nung. In diesem Orte ist femer die Ebene P v^v^-mal enthalten. Denn die 
v^ Flächen der ersten Reihe und die v^ Flächen der zweiten Reihe, welche 
durch einen beliebigen Punct p von P gehen, fallen mit der Ebene P zu- 
sammen, weil alle Flächen jeder Reihe durch ein und dieselbe Curve, 
die in der Ebene P liegt, gehen. Der Punct p gehört daher v^ Flächen der 
ersten und v^ Flächen der zweiten Reihe an, und jede beliebige der letzten 
kann als jeder beliebigen der ersten entsprechend angenommen werden \ also 
ist auch p ein (v^v^.fa^oher Punct für den durch diese beiden Reihen er- 
zeugten Ort. 

Dieser Ort ist, von der Ebene P abgesehen, aus einer Fläche v^^,'^^^ 
Ordnung gebildet, die nichts Anderes ist, als der Kegel K, dessen Scheitel 
in liegt, und dessen Directrix die Curve (^j^j) '^^' ^®1<^^® beiden Flächen 
gemein ist; denn dieser Kegel geht durch die gemeinsame Curve irgend 
zwei entsprechender Flächen F^^, Fj,^, 

In ähnlicher Weise erzeugen die beiden Reihen der ^^^^i, ^^,-1 6*ne 
Fläche S von der Ordnung (^|— 1) (v^— 1). Nun gehört jeder den Flächen 
jPVj und iy^~~i gemeinschaftliche Punct auch der entsprechenden Fläche F'^^ 
an, und ebenso jeder den Flächen F^^ und ^y _^ gemeinschaftliche Punct auch 
der entsprechenden F'],^, und so muss also jeder Punct a'j der auf dem Orte S 
liegt — und daher in zwei entsprechenden Flächen 5?^,— i , ^Vj-i " ""^ >o 
der Curve J?V| -Pvy aucJ» in zwei entsprechenden Flächen F'y^y F'y^, liegen* 
Der Strahl oa' enthält folglich ausserdem noch einen Punct a> der Fy^ und 
JFVj gemein ist, das heisst, dieser Strahl trifft die Curve Fy,^Fy,^ in zwei ge- 
trennten Puncten. Ich sage getrennt, weil zwei homologe Puncte der Flächen 
FyjF'y nur zusammenfallen, wenn sie in der ersten Polarfläche von o in 
Bezug auf F^ liegen; die beiden Puncte a, a' fallen daher nur dann zn- 
aammen, wenn F^^^ Fy^ mit ihrer ersten Polarfläche einen gemeinsamen Punct 



1) Anleitung, 5r. 83. 
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haben; oder auch — wegen der WillkUrh'chkeit des Poles — wenn Fy,^ und 
F^^ einen vielfachen Punct gemein haben. 

Halten wir also fest, dass ein ganz beliebig gegebener Punct ist, und 
das Fy^f Fp^ keine gemeinschaftlichen vielfachen Pnncte besitzen, wenn sie 
auch Berührungspuncte haben, so sind die i*iV^{i'^—\)(y^-^l) Durchschnitts- 
puncte von 8 mit der Curve Fy^Fp^ zu zwei und zwei mit dem Pole a in 
gerader Linie, das heisst, durch gehen 

Sehnen der Curve F^jF^g. 

119. Wenn die Flächen Fj,^, F^^ einen gemeinschaftlichen Punct a haben, 
der bezüglich ^r^-fach, 7r^-fach ist, so ist im Allgemeinen a für die gemein- 
schaftliche Durchschnittscurve beider Flächen Tr^Tr^-fach. Da nun der Strahl 
00 die Fläche F^^ anderswo nur noch in v^ — n^ und Fy^ nur noch in »'j—'fj 
Puncten trifft, so werden in a 

(Vj— J)— (Vj— TTj) = flTj— 1 

Flächen ^^^ -1 mit der ersten Polarfläche von in Bezug auf Fv^ zusammen- 
fallen und ebenso 

(>'2-l)-(»'3— »s) = ^,—1 

Flächen §^ _i mit der ersten Polarfläche von in Bezug auf F^^. 

Eine beliebige von diesen tt^ — 1 Flächen ^y^— 1 kann man als corres- 
dondierende Fläche für jede beliebige der ^^—1 Flächen ^v,~i ansehen, und 
folglich ist a für S ein (tt^ — iX^g— l)-facher Punct und stellt in Folge 
dessen ^ri^jC'fi—lX^g""^^ Durchschnittspuncte von 8 und der Curve FyjFyj 
dar. Die Zahl der Sehnen dieser Curve, welche durch gehen ist also 

Unter derselben Voraussetzung, wie wir sie oben gemacht haben, ist der 
Punct a für alle ersten Polarflächen in Bezug auf Fy^, Fy^ bezüglich i\—\y 
fach und (jr^— l)-fach (92) und ist also für die Fläche (»'i+J'j— 2)-ter Ord- 
nung, den Ort der Puncto, deren Polarebene für die gegebenen Flächen 
sich auf einer festen Geraden schneiden (107), ein (Wj+w^ — 2)-fadier Punct. 
Die Tangenten der Curve Fy^ Fy^ bilden also in diesem Falle eine Develop- 
pable von der Ordnung 

120. Wir setzen jetzt voraus, dass die beiden Flächen (v^) , (v^) sich in 
zwei Curven schneiden, deren Ordnungszahlen ^, ^' (^-f ^'=ry^v^), und 
deren Classen p, p* sind. Wir bezeichnen durch s,di e'^d* die Zahl ihrer 
scheinbaren und wirkUchen Doppelpuncte ; durch <r, ^ die Zahl ihrer 
stationären Puncto , und durch x die Zahl ihrer scheinbaren Durchschnitts- 
pnncte, das heisst die Zahl der Geraden, die man durch einen beliebigen 
Punct des Raumes so ziehen kann, dass sie beide Curven schneiden. Nun 
haben wir (117, 12): 
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/,' = ^' (y'-l)-2(«' + <J')-3i7' 
und hieraus 

P-P' = (f'-SP'K»'i w,-l)-.2(«-«')-2(<J-cyi-3(^-^'). 
Wir bemerken femer, dasa die Fläche der (v^ + v^ — 2)-ten Ordnung, der 
Ort der Puncte, deren Polarebenen in Bezug auf die beiden gegebenen 
Flächen sich auf einer gegebenen Geraden r treffen (117), die Curve {^) 
nicht nur in den Functen schneidet, in denen dieselbe von Geraden berührt 
wird, die durch r geschnitten werden, sondern auch in den Puncten, in denen 
die Curve (^) von der Curve (^') geschnitten wird, da jeder solcher Punct 
ein Beruh rungspunct beider Flächen ist Wenn also e die Zahl der wirk- 
lichen Durch schnittspuncte der beiden Curven ($?), (^') ist, so haben wir : 

(»'i + >',-2)f> = />+t+2^+3^, 

und analog 

(V j + Vjj-2y =^p' + t+2d' + S<r'. 

Folglich auch 

(»'i + »'j-SX^-^') = (/t>-/t,') + 2 (^^ <^) +3 (<T-^) 

Aus dieser Gleichung und einer vorhergehenden erhält man nun: 

(^-^'X^-1X^2 ■1) = 2(«-«') 
und hieraus 

>{v,-lX»'2-l) = 2« + x, 

f''(»'i-lXv,-l) = 2«'+x. 

Mittelst dieser Gleichungen erhält man a' und x, wenn o gegeben ist, 
und, wenn p bekannt ist, p' und c, wo man entweder die Zahlen d, ff, d\ ir', 
gleich Null setzen muss oder als bekannt betrachten. Eins der gefundenen 
Resultate lässt sich folgendermassen aussprechen: 

Schneidefi nch zwei Flächen i^^-ter und y^-ter Ordnung auf einer Curve 
^ter Ordnung, deren Tangenten eine Developpable p-ter Ordnung bilden , so 
haben die gegebenen Flächen noch eine andre Curve von der Ordnung ^' = \t^v^-^^ 
gemein, welche die erste in 

« = (v j + v^— 2)sp-/) 

Functen schneidet, und die Rückkehrcurve einer Developpablen von der Ordnung 

/>' = (Vj + Vg-2)(y>-y>')+A' 

121. Wir wollen voraussetzen, durch die Curve {^) ginge eine dritte 
Fläche (V3). Diese trifft die Curve (^') nicht blos in den obengenannten 
( Puncten, sondern noch in andern 

Functen, die nicht auf der Curve ^ liegen; folglich hat man den Satz: 



I 



1) Salmon, Geometrg qf three dimensions, p. 274. 
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Wenn drei Fliichen ^^-^er, v^^er, ^^-ter Ordnung eine Curve ^-ter Ordnung 
gemein haben ^ dereti Tangenten eine Developpable p-ier Ordnung bilden , so 
schneiden sie sich in 

\ ^2 *'8~^*'i + ^2 + *'8~2) + ^ 
Puncten, die nicht auf dieser Curve liegen ^). 

Haben die beiden Flächen (v^), (y^) einen gemeinschaftlichen Punct a, 
der fik die Flächen bezüglich T^-fach, r^-fach ist und 0-fach, ^-fach für 
die Curven (^), (^'), so dass also ^+^' = ^^^r^ ist, so erhalten wir an Stelle 
der obigen Gleichungen (120) folgende anderen: 

\ ^2<»'i-lX»'«-i)-'fi 'fj ('^1-1X^2-1) = 2(« + «' + «), 
P = f»(f>-l)-2(«+ <J)-3^-^^-l), 
/>• = f V-l)-2(ii' + (J')-3<r'^^'(^'-l), 
(»'i + »^2- 2)iP = /> + e+2<J+ 3/r + (^j + ^3-2)^, 
(v^ + ,^-2)^' = ^' + , + 2^' + 3.r' + (7rj + 7r3-2)^. 
^Vj~l)(»'2~l)-^(^i-lXT,-l) = 2«+x, 
^'(Vj-l)(v2-l)-0'(^i-lX^3-l) = 2«' + x, 

Es hat keine Schwierigkeit die analogen Gleichungen für den Fall auf- 
zustellen, dass die beiden Flächen sich längs drei getrennter Curven schneiden ; 
u. 8. w. 

122. Es seien drei projectivische Flächenbüschel v^-ter, v^-ter, v^-ter 
Ordnung gegeben. Die beiden ersten Büschel erzeugen in der Art wie es 
oben (113) gezeigt ist, eine Fläche {y^-\-^^-i^T Ordnung, und in ähnlicher 
Weise erzeugen das erste und dritte Büschel eine andere Fläche (»'j + Vj)-ter 
Ordnung. Beide Flächen gehen durch die Curve v^'-ter Ordnung, welche die 
Basis des ersten Büschels bildet, sie schneiden sich also ausserdem in einer 
Curve der Ordnung {yi-\-^^{v^-\'V^^v^^ und man hat folglich den Satz: 

Der Ort der Puncte, m denen sich zwei entsprechende Flächen dreier pro- 
jectivischer Büschel bezüglich von den Ordnungen v^i v^, v^ schneiden^ ist eine 
Raumcurve von der {y^v^-{'V^if^'^u^i/^yten Ordnung. 

Diese Curve liegt auf den drei Flächen (»'2+*'5)-ter,(v3+Vj)-ter,(Vj-|-v2).ter 
Ordnung, die durch die drei Büschel zu zwei und zwei genommen entstehen. 
Sie hat ausserdem offenbar die Eigenschaft durch die y^^if^-^Vj^) Funde zu 
gehen, in der die Basis des ersten Büschels die von den beiden andern er- 
zeugte Fläche schneidet; u. s. w. 

123. Es sind gegeben ein Flächenbüschel v-ter Ordnung und auf einer 
gegebenen Ebene F drei Puncte a, b, c nicht in gerader Linie. Ist m ein 






j 1) Man könnte die allgemeine Frage behandeln : In wieviel Puncton schneiden 

8i«h drei Fl&chen (vi), (vj), (vs), welche eine Curve (f, p) gemein haben ^ die ftx 
die drei Fl&chen der Beihe nach <^t-facb; <^-facbj ^-fach ist? 



-■-j 
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gemeinschaftlicher Punct der ersten Polarflächen von a, b, c in Bezug auf 
irgend eine Fläche des BäacheU, so ist m ein Pol der Ebene F in Bezug 
auf diese Fläche (87). Nun bilden die ersten Polarflächen der Puncte a, 
b, c in Bezug auf die Flächen des Büschels drei neue projectivische Büschel 
(74) von der Ordnung v— l, und der Ort eines Punctes m, durch den drei 
entspsrechende Flächen dieser drei Büschel gehen ist (122) eine Raurocurve 
der 3(v — l)*-ten Ordnung. Also gilt der Satz: 

D^r Ort der Pole einer Ebene in Bezug auf die Flächen eines Büschels 
V'ter Ordnung ist eine Raurocurve der 3(v — l)^'ten Ordnung, 

Diese Curve geht offenbar durch die Puncte , in denen die gegebene 
Ebene Flächen des gegebenen Büschels berührt (4). 

124. Man hat vier projectivische Flächenbüscbel von den respectiven 
Ordnungszahlen v^, v^, v^, v^. Die drei ersten Büschel erzeugen (122) eine 
Curve der {^^^^-ir^^^i-^r^i^^-^^^ Ordnung, während das erste und vierte 
Büschel einer Fläche der (»'i+i'4)-ten Ordnung Entstehung geben (113), 
welche durch die Basiscnrve des ersten Büschels geht und folglich ^^{v^+y^ 
Durchschnittspuncte mit der Curve hat, welche durch die ersten drei Büschel 
entsteht. Diese Curve und die vorgenannte Fläche haben also noch 

andere Puncte gemein. Das liefert den Satz: 
E^ gibt 

Puncte, durch die jedesmal vier entsprechende Flächen von vier projectivischen 
Büscheln von den respectiven Ordnungszahlen v^, v^ v^, v^ hindurchgehen. 

Diese Puncte liegen auf den sechs Flächen, die durch die gegebenen 
Büschel zu zwei und zwei genommen entstehen und auch auf den vier Raum- 
curven, welche dieselben Büschel zu drei und drei genommen erzeugen. 

125. In einem Flächenbüschel v-ter Ordnung existieren wie viel Flächen 
mit einem Doppelpunct? Man nehme beliebig im Baume vier Puncte an, 
dann bilden ihre ersten Polarflächen in Bezug auf die Flächen des Büschels 
(74) vier projectivische Büschel (v—l)'ter Ordnung- Hat eine der gegebenen 
Flächen einen Doppelpunct, so gehen durch ihn die ersten Polarflächen jedes 
beliebigen Poles (73), und die Doppelpuncte der gegebenen Flächen sind also 
diejenigen Puncte des Baumes, durch welche vier entsprechende Flächen der 
genannten vier Büschel gehen. Folglich hat man (124) den Satz: 

In einem Flächenbüsdiel v-ter Ordnung gibt es 4(v»l)'^ Flächen mit 
einem Doppelpunct, 

Die Polarebenen eines festen Poles in Bezug auf die Flächen eines 
Büschels bilden ein dem ersten projectivischen Büschel. Ist aber der Pol 
ein Poppelpunct einer dieser Flächen, so ist für diese die Polar^bene unb^- 
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stimmt. Jeder der 4(v — 1)' Doppeljmncte hat daher dieselbe Polarebene in 
Bezug auf aUe Flächen des Büschels *). 



C API TEL VI. 

PROJECTIVISCHE FLÄCHENNETZE. 

126. Hat man zwei projectivische Netze v^-ter und v^-ter Ordnung , so 
erzeugt ein beliebiges Büschel des ersten Netzes und das entsprechende 
Büschel des zweiten eine Fläche P der {v^-^-v^yten Ordnung. Die Flächen 
P bilden ein neues Netz. Es seien nämlich a und b zwei beliebige Puncto 
des Baumes, dann gehen durch a eine unbegrenzte Zahl von Flächen des 
ersten Netzes, die ein Büschel bilden ; die entsprechenden Flächen des zweiten 
Netzes bilden ein anderes Büschel, unter dessen Flächen sich eine findet, 
welche durch a geht. Durch a gehen also zwei entsprechende Flächen P, P* 
der beiden Netze, desgleichen durch b zwei entsprechende Fläqhen Q, Q' 
und die Flächen (P, Q), (P, Q') bestimmen zwei projectivische Büschel '), 
welche eine Fläche P3 erzeugen, die einzige, welche gleichzeitig durch a 
und b geht. 

Es sei R, R* ein anderes Paar entsprechender Flächen der beiden Netze, 
die nicht zu den obigen Büscheln (P, Q), (P', Q') gehören. Die Büschel 
(P, jß), {Py R',) erzeugen dann eine zweite Fläche P^, und ähnlich die Büschel 
(Q, Ä), (Q', R') eine dritte Fläche P^. Die Flächen Pj, P3 haben die Curve 
PP' der v^v^-ten Ordnung gemein, schneiden sich also noch in einer anderen 
Curve der Ordnung 

Ein beliebiger Punct dfeser letzteren Curve gehört der Fläche P, an, 
und ist folglich auch zwei entsprechenden Flächen 7", T* der beiden Büschel 
(Ä, P), (Ä', P) gemein, und da er auch auf det* Fläche Pg liegen muss, 
gehört er auch zwei entsprechenden Flächen V, ü' der Büschel (P, Q), 
(P, Q*) an. Die beiden Büschel (Q, R), (T, ü) gehören zu demselben Netze, 
und haben folglich eine gemeinschaftliche Fläche S^ der eine andre Fläche S* 
entspricht, welche den beiden Büscheln (Q*, R*), {T% W) gemein ist. Jeder 



>) Es ist klar 9 sobald in zwei gegebenen projectivischen Büscheln einem be- 
stimmten Elemente des einen ein unbestimmtes Element des andern entsprich^ dass 
dann jedem andern Element des ersten Büschels im zweiten Büschel ein festes 
Element entspricht. Dieses letzte Büschel enthlüt daher nur ein einziges Element 

3) In dem Sinne» dass die entsprechenden Fl&chen der beiden Büschel auch 
entsprechende Fl&cben der beiden gegebenen Netze sind. 
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gemeinsame Punct der Flächen P^, P3, das heisst der Flächen T, T'\ U, ü' 
ist also ein Basispunct der BUschel {T, U), {T\ ü*) und gehört deshalb aucJi 
den Flächen S, aS" an, also auch P^. Die Curve der Ordnung ^^-\-v^-\-v^v^ 
welche zusammen mit der Curve PP' den Durchschnitt der Flächen P^, P3 
bildet ; liegt daher auch auf P^ und bildet folglich die Basis des Netzes der 
Flächen P. Dieses Netz ist durch die Flächen P^, P^, P3 bestimmt, die nicht 
zu demselben Netze gehören, weil die Curve PP' nicht auf Pj liegt. Wir 
erhalten so den Satz: 

Die Flächen (^ ^.-\- ^^yter Ordnung, weiche die Durchschnitlscurven ent- 
sprechender. Flächen zweier projectiviecher Flächennetze v^-ter und ^'^^er Ord- 
nung enthalten, bilden ein neues Netz und gehen sämmtUch durch dieselbe Eaunv- 

curve (V + V"'""!*'«)'*^ Ordnung. 

Zwei Flächen des ersten Netzes schneiden sich in einer Corve v^3-ter 
Ordnung, welcher im zweiten Netze eine Curve v^s.ter Ordnung entspricht *)- 
Zwei solche Curven schneiden sich im Allgemeinen nicht, diejenigen aber, 
welche sich treffen, bilden durch ihre Durchschnittspuncte die obengenannte 
Curve (»'i' + »'2^ + ''i>'3)-ter Ordnung. Mit andern Worten, diese Curve ist 
der Ort der gemeinschaftlichen Puncto der«B«fiiscnrven zweier entsprechen- 
der Büschel; im Allgemeinen jedoch geht durch einen beliebigen Funct des 
Raumes nur ein Paar entsprechender Flächen. 

127. Man habe drei projectivische Flächennetze von den respectiven 
Ordnungszahlen v^t ^^ v^] was ist dann der Ort eines Punctes, durch den 
drei entsprechende Flächen gehen? 

Es sei t eine beliebige Transversale,- i ein beliebiger Punct auf ^; dann 
gehen durch i zwei entsprechende Flächen der beiden ersten Netze, die ent- 
sprechende Fläche des dritten Netzes aber schneidet t in v^ Puncten V. 
Nehmen wir umgekehrt auf t einen Punct i', so bilden die Flächen des 
dritten Netzes, welche durch t' gehen, ein Büschel, welchem in den beiden 
ersten Büscheln zwei projectivische Büschel entsprechen, welche (11^) eine 
Fläche der (Vj^-i-y^-ten Ordnung erzeugen, und diese trifft t in {y^ + y^) 
Puncten t. Man hat somit den Satz: 

Der Ort der gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte von drei entsprechen- 
den Flächen dreier projectivischer Flächennetze, deren Ordnungen Vj, v^» v^ sind, 
ist eine Fläche der (>'i+*'3 4- Vj)-<en Ordnung. 

Diese Fläche geht 

1. Durch die ^^ Basispuncte des ersten Netzes und die analogen v^^, 
v^^ Puncte der beiden andern Netze; 

2. Durch eine unbegrenzte Zahl von Raumcurven von der Ordnung 
^2^s'^^3^\'^^i^2^ welche (122) durch je drei entsprechende Büschel der drei 
Netze entstehen; > 



') Indem man zwei Curven entsprecJiend nennt, welche aus dem Durchschnitt 
zweier entsprechender Fl&chenpaare entstehen. 
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3. Durch die Curve {^i'^-\->2^ i-^i^^-ier Ordnung, welche durch die 
beiden ersten Netze erzeugt wird (126), und durch die analogen Curven der 
(Vj« + yj«-f v^v^-ten und der (»'3*4->'j2 + *'j»'i)-ten Ordnung. 

128. Was ist der Ort der Pole einer Ebene in Bezug auf die Flächen 
eines Netzes v-ter Ordnung? Sind a, b, c drei Puncte der gegebenen Ebene 
nicht in gerader Lbie (123), so bilden die ersten Polarflächen von a, b, (. 
drei projectivische Netze der (v— l)-ten Ordnung und folglich hat man den 
Satz (127): 

Der Ort der Pole einer Ebene in Bezug auf die Fläclien eines Netzes v-ier 
Ordnung ist eine Fläche 3(v -lyten Ordnung. 

Diese Fläche enthält eine unbegrenzte Zahl RaameurTen d(v — l)3-ter 
Ordnung, von denen jede der Ort der Pole der gegebenen Ebene in Bezug 
auf die Flächen eines Büschels ist, das in dem gegebenen Netze enthalten ist. 

Jeder Pnnct des Ortes, der auf der gegebenen Ebene liegt, ist augen- 
scheinlich (64) ein Bertihrungspunct zwischen dieser Ebene nnd einer Flache 
des Netzes; man hat also den Satz: 

Der Ort der Berilhrungspuncte zwischen einer Ebene und den Oberfiaxhen 
eines Netzes v-ter Ordnung ist eine Curve der 3(1^ — lyten Ordnung, 

Diese Curve ist die Jacobiana ^) des Netzes, welches durch die Curven 
entsteht, in denen die Flächen des Netzes von der gegebenen Ebene ge- 
schnitten werden. 

129. Man hat vier projectivische Flächennetze der v^-ten, v^-ten, Vj-ten, 
v^-ten Ordnung; was ist dann der Ort der Puncte, in welchen sich vier 
entsprechende Flächen schneiden? Die beiden ersten Netze erzeugen nach 
und nach mit dem dritten und vierten Netze combiniert (127) zwei Flächen 
von den respectiven Ordnungen Vj + »^2^" V ^'i^' ^2~^ ^4' ^^*®^® beiden Flächen 
haben die Curve der (»'j' + v^^-j- v^Vj)-ten Ordnung gemein, welche von den 
beiden ersten Netzen erzeugt wird (126), sie schneiden sich ausserdem noch 
längs einer Curve von der Ordnung 

das heisst: 

Der Ort eines Functes, durch welchen vier entsprechende Flächen von vier 
projectivischen Netzen hindurchgehen, deren Ordnungszahlen bezüglich v^, v^, 
v^t v^ sind, ist eine Raumcurve von der Ordnung 

Diese Curve enthält offenbar eine unbegrenzte Zahl von Gruppen ans 
j* *'2*'8*'4 + *'«Vi+*'4V«+*'iVs I*uncten, die durch je vier entsprechende 
Büschel der vier Netze entstehen (124). 



1) Einleitwig, Nr. 95* 
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130. Was ist der Ort der Boppelpuncte der Flächen eines Netzes iz-ter 
Ordnung? Es seien a, b, r, b vier beliebig im Raum, aber nicht in der- 
selben Ebene angenommene Puncte. Ihre ersten Polarflächen in Bezug auf 
die gegebenen Flächen bilden (74) vier dem gegebenen Netze also auch unter 
sich projectivische Netze, und der gesuchte Ort' ist (125) der Ort der Puncte. 
durch welche jie vier entsprechende Flächen dieser vier Netze hindurchgehen. 
Folglich hat man (129): 

Der Ort der Doppelpunete der Flächen eines Netzes ^-ter Ordnung ist eine 
Baumcurve der S(v—l)^ten Ordnung, 

Diese Curve enthält unendlich viele Gruppen von je 4(v->l)' Puncten. 
von denen jede Gruppe aus den Doppelpunctcn eines Büschels besteht, das 
in dem Netze enthalten ist (125). 

Die Flächen eines Netzes, welche durch den nämlichen beliebigen Punct 
gehen, bilden ein Büschel; ist nun dieser Punct ein Doppelpunct fSr eine 
dieser Flächen, so haben die andren in ihm die nämliche Tangentialebene; 
man kann also die obenerwähnte Curve 6(v — l)S-<er Ordnung auch als den 
Ort der Puncte definieren, in denen sich die Flächen des Netzes berühren, 

131. Gegeben fünf projectivische Flächennetze, deren Ordnungszahlen 
bezüglich v^, v^, v^, v^, v^ sind; wieviel Puncte gibt es dann, durch welche 
je fünf entsprechende Flächen gehen? Combiniert man die beiden ersten 
Netze zunächst mit dem dritten, dann mit dem vierten und endlich mit dem 
fünften Netze, so entstehen dadurch (127) drei Flächen, deren Ordnungszahlen 
bezüglich J^j + v^4- ^^f ^'i + ^'a + ^4» »'i + »'g + ^^ «nd- Diese Flächen haben die- 
jenige Curve (»'j* + »'j* + i'jVg)-ter Ordnung gemein, welche (126) den beiden 
ersten Netzen zugehört. Man berechne jetzt die Ordnung der osculierenden 
Developpablen dieser Curve, indem man beachtet, dass sie (126) mit einer 
andern Curve v^v^-ter Ordnung zusammen den vollständigen Durchschnitt 
zweier Flächen der {v^-^v^yten Ordnung bildet. Diese letzte Curve ist 
der vollständige Durchschnitt zweier Flächen der v^-ten und v^-ten Ord- 
nung und hat folglich (117) als osculierende Developpable eine Fläche von 
der ^j^2^^i'^^2~'^^'^^^ Ordnung; die Ordnung der osculierenden Develop- 
pablen der Curve (»'j^+^g^ + ^'i^'g) *** ^^ (^20) gleich 

2(^1 + Vj,-l)(Vj:«+ Vj^a)+Vj.^(v^ + v^^2) . 

Dies vorausgeschickt, haben diejenigen drei Flächen der bezüglichen 
Ordnungen 

*'l + »'3 + V •'l + ^'2 + V ^+»'2 + *'5» 

welche gleichzeitig durch die vorgenannte Curve (»'^'+ ^^ + »'j^'j) gehen 
ausserdem noch (121) 

+2(vi + v,-lXvi«+ V)+ ^^^^ + »^«-2) 
andere gemeinschaftliche Puncte; wir erhalten also den Satc: 
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Die Zahl der PwicU, durch tüei^he je ßbnf entsprechende Flächen von 
fünf projecHvischen Netzen bezüglich von den Ordnungen v^» v^, y^, v^, v^ Jdn- 
durchgehen ist: 

Diese Pnncte liegen auf den zehn Flächen, welche dnrch die Netze zu 
drei und drei genommen entstehen (127) und auch auf den fünf Curven, 
welche die Netze zii vier und vier genommen erzeugen (129). 

132. Was ist der Ort eines Punctes, welcher dieselbe Polariläche hat 
sowohl in Bezug auf eine gegebene Fläche ^i-ter Ordnung als in Bezug auf 
irgend eine Fläche eines Flächennetzes v^-ter Ordnung? Es sei x ein be- 
liebiger Pnnct einer Transversale, X die Polarebene von x in Bezug anf die 
Fläche (v^\ der Ort der Pole von ^in Bezug auf die Flächen (v^) ist dann 
(128) eine Fläche 8(Vj— l)-ter Ordnung, welche die Transversale in 3(^^—1) 
Puncten x' trifit. Nimmt man umgekehrt beliebig auf der Transversale den 
Pnnct t* an, so bilden (74), die Polarebenen von jr' in Bezug auf die Flächen 
(vg) ein Netz (ein Ebenenbündel), das heisst, sie gehen sämmtlich durch den 
nämlichen Punct, und es gibt also unter ihnen ^^j^—l) welche die Developpable 
berühren (93), welche von den Polarebenen der Puncte der Transvorsale in 
Bezug auf die Fläche (v^) eingehüllt wird. Diese v^— 1 Ebenen sind die Polar- 
ebenen in Bezug auf die Fläche (v^) von ebensovielen Puncten x der Trans- 
versale; man hat also auch den Satz: 

Der Ort eines Punctes, welcher dieselbe Polarebene in Bezug auf eine 
fesie Fläche v^-ter Ordnung hat und in Bezug auf eine beliebige Fläche eines 
Netzes v^-ter Ordnung^ ist ^^^ Fläche der (vj+Sj'j- 4)-/en Ordnung. 

Offenbar geht diese Fläche durch die Raumcurve dar Ä(y^— l)»-ten Ord- 
nung, welche der Ort der Doppelpuncte der Flächen des Netzes ist (130), 
weil jeder Punct dieser Curve eine unbestimmte Polarebene in Bezug auf 
jede beliebige Fläche des Netzes besitzt. 

Jeder gemeinschaftliche Punct zwischen dem gefundenen Orte und der 
gegebenen Fläche (v^) ist in Bezug auf diese der Pol der Tangentialebene 
in demselben Puncte. Dieser Punct muss aber in Bezug auf eine Fläche 
des Netzes dieselbe Polarebene haben, folglich ist (64) jeder gemeinschaft- 
liehe Punct des Ortes und der festen Fläche ein Berührungspunct der letztern 
mit einer Fläche des Netzes. Das liefert den Satz: 

Der Ort der Berührungspuncte zwischen einer festen Fläihe v^-ter Ord- 
nung und den Flächen eines Netzis der u^-ten Ordnung ist eine Raumcurve 
^ *'i(*'i+^*'«'~^H*'* Ordnung. 

138. Gegeben ein Flächenbüschel Vj-ter Ordnung und ausserdem ein 
Flächennetz v^-ter Ordnung; was ist dann der Ort eines Punctes, in dem 
eine Fläche des Büschels eine Fläche des Netzes berührt? 
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Der Ort geht durch die Basiscurve v^'-ter Ordnung des BQschels, weil ^) 
die Flächen (v,)» ^^^ durch einen Punct dieser Curve gehen, ein Büschel 
bilden, in dem eine Fläche existiert, welche in diesem Puncte eine der Flächen 
(Vj) berührt. Ausserdem enthält jede Fläche (vj) eine Curve der ''/»'i+Si'j— |)' 
ten Ordnung; welche aus den Puncten entsteht (132), in denen sie von den 
Flächen (v^) berührt wird. Folglich ist der vollständige Durchschnitt einer 
Fläche (v^) mit dem gesuchten Orte eine Curve von der Ordnung 

und es entsteht daher der Satz: 

Dar Orjt der Puncte, in denen eich du Flät^en eines Büschels v^-ter Ord- 
nung und die Fläcfien eines Netzes v^-ten Ordnung berühren, ist eine Fläche 
der (2»'j + 3v2— 4H«» Ordnung, 

Ist ^2"^^!^^ ^' ^"^ haben ausserdem das Netz und das Büschel eine 
Fläche gemein, waa zum Beispiel der Fall ist, wenn sie demselben line- 
aren Systeme angehören, so zerfällt der Ort in diese Fläche und in eine andere 

von der Ordnung: 

2v+8v--4-i' = 4(v-l). 

Wenn aber eine Fläche des Netzes und eine des Büschels sich in einem 
Puncte berühren, so individualisieren sie ein Büschel, dessen Flächen sich 
sämmtlich in demselben Puncte berühren, und die dem linearen Systeme an- 
gehc)ren, welches durch das gegebene Netz und das gegebene Büschel be- 
stimmt wird. Unter diesen Flächen ist nun eine, für welche der Berührnngs- 
punct ein Doppelpunct ist (17, 114 Anmerkung i)) ; also gilt der Satz: 

Der Ort der BeriÜinmgspuncte oder auch der Doppelpuncte der Flächen 
eines linearen Systems v-ter Ordnung ist eine Fläche 4{v—\)-ter Ordnung. 



CAPITEL VIL 

PROJECTIVISCHE LINEARE FLÄCHE lN SYSTEME 

DRITTER STUFE. 

184. Man habe zwei lineare projectivische Flächensysteme v^-ter und 
i'j-ter Ordnung, und es seien P,P\ Q, Q'; R,R*\ 'S, S' vier Paar ent- 
sprechender Flächen; die projectivischen Büschel (P, Q), {P*, Q') bxm ent- 

1) Haben zwei Fl&chenbüscbel einen Basispnnct gemein, so gibt es immer 
eine Fliehe des ersten Blischels, welche in ihm eine FlAofae des zweiten berührt 
Die Tangentialebenen der Fliehen des ersten BfiscbelB in gehen nftmlich durch 
ein und dieselbe Gerade > die Tangeute der BasisenrTe dieses Büschels ia 0, und 
in derselben Weise ist die Tangente der Basisoorre des zweiten Büschels in dien 
jenige Gerade, durch welche in diesem Puncte die Tangentialebenen der Fliehen 
dieses zweiten Büschels gehen. Die Ebene der beiden Tangenten berührt also in 
eine Fliehe des ersten Büschels und ebenso eine des zweiten. 
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sprechenJeii Flächen der beiden Systeme gebildet erzeugen (113) eine Fläche 
(y^+v^-ier Ordnung. Eine analoge Fläche wird durch die zwei Büschel 
(JP, E), {Py R) erzeugt, und eine dritte von den Büscheln (P, S), (P, S"), 
Diese drei Flächen (»'i+Vj)-ter Ordnung haben diejenige Curve v^v^-ter Ord- 
nung gemein, welche den Durchschnitt der Flächen (P', P) bildet und 
schneiden sich also (121) noch in (*'i + Vj)(Vj2-}-v^2) andern Puncten. Ein 
beliebiger Punct x von dieseft liegt auf gewissen Flächen Qq , Rq ) ^S^ , welche 
bezüglich den Büscheln (P, Q), (P, R), (P, aS') angehören, und auch den ent- 
sprechenden Flächen Q o > -^'o ' '^o * ^^^<^^^ bezüglich den Flächenbüschehi 
(P, Q')> (^> -ß')» {^7 ^') angehören. Der Punct x ist also ein geroeinsamer 
Basispunct der Büschel (Q^ , R^), ( Qq ', Rq ). Von diesen Büscheln hat 
das erste mit dem Büschel (Q, R) eine Fläche gemein, und das zweite eine 
Fläche mit dem Büschel (Q', R), und diese beidetv Flächen sind entsprechend. 
Der Punct x liegt daher auch auf der Fläche, welche durch die projectivi- 
schen Büschel (Q, R), (Q', R) entsteht; also gilt der Satz: 

Hat man zwei projectivische lineare Fläcfiensystemc y^-ter und y^-ter Ord- 
nung^ ao gehen die Flächen (y^ -{- y^^-ter Ordnung, welche durch Je snoei Büadiel 
erzeugt werden die aus entsprechendeti Flächen beider Systeme bestehen^ sämnU- 
lieh durch die nämliclien 

Puncte, 

Diese Puncte sind diejenigen, durch welche eine unbegrenzte Zahl von 
entsprechenden Flächenbüscheln hindurchgehen , oder es ist auch jeder von 
ihnen ein gemeinschaftlicher Basispunct zweier entsprechender Netze. 

185. Wie viel Puncte gibt es, welche in Bezug auf zwei Flächen v^-ter 
und v^-ter Ordnung dieselbe Polarebene besitzen? Die ersten Polarfiächen 
aller Puncte des Raumes in Bezug auf die eine und die andere der beiden 
gegebenen Flächen bilden (88) zwei projectivische lineare Systeme der (y^—l)- 
ten, (vj— l)-ten Ordnung. Hat ein Punct o für beide Flächen dieselbe Po- 
larebene, 80 müssen die ersten Polarfiächen aller Puncte der Ebene durch o 
gehen, das heisst o ist ein gemeinschaftlicher Basispunct zweier entsprechen- 
der Netze der beiden Systeme. Folglich ist (134) der Satz bewiesen: 

Die Zahl der Puncte, welche in Bezug a\tf zwei Flächen Vy-ter und y^-ter 
Ordnung diesübe Polarebene besitzen^ ist: 

(vj-f V2-2)[Vj«+v^«-2(Vj + vp+ 2] . 

Den Gomplex dieser Puncte kann man die Jacobiana der beiden gegebenen 
Flädien nennen. 

Ist »'| = ^2^*'> "^ ^^^^^ ™*n (126) die Zahl der Doppelpuncte einet 
Flächenbüschels v-ter Ordnung; folglich bilden die 4(v— 1)^ Doppelpuncte 
eines Büschels die Jacobiana zweier beliebiger Flächen des Büschels. 

Ist >', = 1, Vj = v, 80 finden wir (87) die (J*— 1)« Pole einer gegebenen 
Ebene in Bezog auf eine gegebene Fläche v-ter Ordnnng wieder, das heisst : 

Die (v— 1)8 Pole einer Ebene in Bezug auf eine Fläche y-ter Ordnung 
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stellen die Jacobiana zweier Flächen dar, nSunUth der gegebenen Ebene und 
der FundainenJtalfläche. 

136. Es seien drei lineare projectivische Flächensysteme gegeben^ deren 
Ordnungszahlen bezüglich v^, v^ v^ giDd. £in beliebiges Netz des ersten 
Systems erzeugt in Q-emeinschaft mit den entsprechenden Netzen der andern 
beiden Systeme (127) eine Fliehe P der (Vj + Pj+v^-ten Ordnung. Die so 
entstandenen Flachen P bilden ein neues lineares System. In der That, sind 
a, b, ( drei beliebig im Räume angenommene Puncte, so bilden die Fläohen 
des ersten Systems, welche durch a gehen, ein Netz; im entsprechenden 
Netze des zweiten Systems gibt es ein Büschel von Flächen, die durch a 
gehen, welchen im dritten Netze ein Büschel entspricht, von dem eine Fläche 
durch geht. Es gibt also drei entsprechende Flächen P,F*,F", die durch 
a gehen, ebenso drei Flächen Q, Q', Qf* durch b und drei andere R, R\ R"p 
die durch c gehen. Diese Flächen individualisieren drei projectivische Netze 
(P, Q, K), (P', Q', R% (P", Q", R"), und diese erzeugen eine Fläche P, die 
einzige, welche durch a, b, c geht. 

Es seien /S», aS*, «S" ein anderes Tripel correspondierender Flächen der 
drei Systeme, welche bezüglich nicht zu den drei vorgedacbten Netzen ge- 
hören; dann erzeugen die Netze (P, Q,S), (P', Q',aS»), (P", Q'^,S") eine an- 
dere Fläche Pj, die Netze (P, R, S), (P', Ä', S% (P", Rf', S") ebenso eine 
dritte Fläche Pj, und endlich die Netze (Q,RyS), (Q',R',S'), (Q",ä",aS") 
eine vierte Fläche P^. 

Die beiden Flächen P, P| gehen durch die Cnrve ton der Ordnung 
VjVj+>'jV^-|-*'|*'2> welche (122) von den drei projectivischen Büscheln (P, Q), 
(P, Q'), {P*, Q") erzeugt wird, sie schneiden sich also noch in einer andern 
Curve der Ordnung: 

(*'i+ *'«+ »'8)*-(V»+ Vi+ Vi^ = V+ V+ V+ Vi+ ^3^+ Vi • 

Ein beliebiger Punct jr dieser letzteren Curve ist, da er der Fläche P 
angehört, drei correspondierenden Flächen A, Ä', Ä*' der drei Netze (P, Q, R), 
(P, Q',R),(P*, Q'*,R*') gemein, und weil er auch Pj angehört, ist derselbe 
Punct auch auf drei entsprechenden Flächen B, B', B** der drei Netze (P, Q, S), 
(P, Q\ /Sf), (P', Q", S") gelegen. Das Netz (P, Q, S) und das Büschel (Ä, B) 
gehören demselben linearen Systeme an nnd haben folgHöh eine Fläche 
gemein. Dieser entspricht im zweiten Systeme eine Fläche O, welche dem 
Netze (P, jß', ^) und dem Büschel {Ä', B*) gemein ist, xud im .dritten 
Systeme eine Fläche C", die dem Netze (F'yR'^^S'*) und dem Büschel 
(A**, B") angehört Der Punct x ist also em gemeinsamer Basispunct der 
Büschel {A, B), (A*, B'), {A", B'*) und ist deshalb auch den Flächen C, C, C 
gemeinschaftlich. Dies sind aber drei entsprechende Flächen der drei pro- 
jectivischen Netze (P, Ä, jS), (P*, R*, jS*), (P', R", aS"), das heisst, jr ist ein 
Punct der Fläche P,. In analoger Weise zeigt man, dass der nämliche Punct 
auch auf der Fläche P3 liegt. Wir haben daher den Satz: 

Der Ort eines Functes, durch welchen eine unbegrenzte Zähl von T^ripeln 
Cesxoka, OberflXehtn. 3 
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entsprechender Flächen dreier gegebener projecHvischer linearer Syeteme von 
den reepecHven Ordnungen v^> y^ v^ hindurchgehen , ist eine Raumcwrve von 
der Ordnung 

Diese Carve kann auch aU Ort der gemeinschaftlichen Basispuncte dreier 
entsprechender Büschel, oder als Ort der Durchschnittspuncte zwischen den 
entsprechenden Curven der Ordnungen v^s, v^s, v^ definiert werden. Sie 
liegt auf allen Flächen {yi-^^^-^^^-iet Ordnung, die ein lineares System 
bilden, von denen jede durch drei entsprechende Netze der drei Systeme er- 
zeugt wird. 

137. Was ist der Ort eines Functes jr, dessen Polarebenen in Bezug 
auf drei gegebene Flächen der t^^-ten, v^-ten, v^-ten Ordnung durch dieselbe 
Gerade x gehen? 

Die ersten Polarflächen der Puncte des Raumes in Bezug auf die ge- 
gebenen Flächen bilden drei projectivische lineare Systeme von den betreffen- 
den Ordnungszahlen i/|— 1» v, — 1, v^ — 1. Nach der gemachten Voraussetzung 
ist jT der Durchschnittspunct der ersten Polarflächen jedes Punctes von x, also ein 
Punct, durch** den eine unbegrenzte Zahl von Tripeln entsprechender Flächen 
der drei obengenannten projectivischen Systeme hindurchgehen, folglich ist 
(126) der gesuchte Ort eine Raumcurve von der Ordnung 

(Vj-lXv,--!) 
(Vi-l)«+(»',-l)«+(v,-l)«+ (v,-lXv,-l), 

(»'i-lXv,~l) 

welcher wir den Namen Jacohiana der drei gegebenen Flächen beilegen. Wir 
haben also den Satz: 

Die Jacobiana dreier Flächen der v^.^m, v^-ten, v^^ten Ordnung, das heisst 
der Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug auf die gegebenen Flächen 
durch dieselbe Gerade gehen, ist eine Raumcurve mit der Ordnungszahl: 

Offenbar geht diese Curve durch die Berührungspuncte der gegebenen 
Flächen und durch ihre Doppelpnncte, wenn solche existieren. 

. Dieselbe Curve geht auch durch die Puncte, welche in Bezug auf zwei 
der gegebenen Flächen dieselbe Polarebene haben; das heisst: 

Die Jacobiana dreier Flächen geht auch durcli die Jacobianen derselben 
Fläcken 9U zwei und zwei combiniert (136). 

Ist V3 = v^, so muss die Polarebene des Punctes jr in Bezug auf die 
Fläche (Vj) durch die Gerade gehen, in der sich die Polarebenen des näm- 
lichen Punctes in Bezug auf die Flächen des Büschels schneiden, das durch 
die beiden gegebenen Flächen der p^-ten Ordnung bestimmt wird, und föllt 
daher mit der Polarebene von x in Bezug auf eine Fläche des Büschels zusammen. 
Man hat folglich den Satz: 
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2)«- Ort eines Punctes, toekher in Beeug auf eine feste Fläche v^-ter Ord- 
nung und in Bentg auf irgend eine Fläche eines Büschels y^-ter Ordnung 
dieselbe Polarebene hat, ist eine Raumcurve von der Ordnung: 

welche durch die Doppelpunde des Büschels geht. 

Die Puncte, in denen diese Ourve die feste Fläche trifft, sind offenbar 
diejenigen Panete, in denen letztere Fläche yon irgend einer Fläche des 
Büschels berührt wird; man hat also den Sats: 

Die Zahl der Flächen eines Büschel y^-ter Ordnung , welche eine feste 
Fläche p^'ter Ordnung berühren, ist: 

Ist )/^ = v^ = y^ =s Vj 80 bestimmen die drei gegebenen Flächen ein Netz, 
und die Folarebenen des Punctes x in Bezug auf die Flächen dieses Netzes' 
gehen durch die nämliche Gerade. Wir kommen so auf ein schon früher 
(ISO) bewiesenes Theorem zurück und haben daher den Satz: 

Der Ort der Puncte, deren Polarebenen in Bezug auf die Flächen eines 
Netzes durch dieselbe Gerade gehen, oder auch der Ort der Doppelpunde der 
Flächen dieses Netzes , oder endlich der Ort der Berührungspuncte zunschen 
den Flächen desselben Netzes ist eine Raumcurve Q(y —ly^-ter Ordnung, 

Dieser Curve können wir den Namen Jacobiana des Netzes geben. 
Ist eine von den Flächen eine Ebene, so fallt die Polarebene in Bezug 
auf sie mit ihr selbst zusammen, und man erhält so den Satz: 

Der Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug auf zwei gegebene 
Flächen y^-ter, v^ter Ordnung sich längs einer Geraden schneiden, die in einer 
festen Ebene liegt, ist eine Raumcurve von der Ordnung 

(y^-i? + (^,-1)« + {y-i){\-\) = \^ + V,« + Viv,-3(v^ i- Vj) + 3. 

Ist v^ = v^ = v, 80 fällt man auf ein schon früher (123) bewiesenes 
Theorem zurück, man hat also den Satz: 

Die Curve der 3(j' - l)*-/cn Ordnung, Ort der Pole einer gegebenen Ebene 
in Bezug auf die Flächen eines Büschels v-ter Ordnung, ist die Jacobiana der 
drei Flächen, von denen die eine die gegebene Ebene ist, und die beiden andern 
zwei beliebige Flächen des Büschels, 

Wird V2 = »'g = lf *'i = »'i «0 geht die Polarebene von % in Bezug auf 
die Flache v-ter Ordnung durch eine feste Gerade, den Durchschnitt zwei 
gegebener Ebenen; folglich hat man (86): 

Die Curve der (y^iy^-ten Ordnung, Ort der Puncte, deren Polarebenen in 
Bezug auf eine gegebene Fläche v4er Ordnung durch eine gegebene Gerade 
gehen, ist die Jacobiana folgender drei Flächen: der FktndamenUdßäche und 
zwei beliebiger Ebenen, ufelche durch die gegebene Gerade gehen, 

8* 
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138. Indem wir vier lineare projectivische Systeme von den resp. Ord- 
nungen t'j, y^t v^<, v^ als gegeben annehmen, suchen wir den Ort der Punote, 
durch welche je vier entsprechende Flächen hindurchgehen. 

Auf einer beliebigen Transversale nehme man einen beliebigen Punct t 
an, durch den drei entsprechende Flächen der drei ersten Systeme hindurch- 
gehen; die entsprechende FlKche des vierten Systems schneidet dann die 
Transversale in v^ Poncten i'. Nimmt man umgekehrt auf der Transversale 
beliebig einen Pnnct t' an, so bilden die Flächen des vierten Systems, welche 
durch i' gehen, ein Netz, und die drei entsprechenden Netze in den andern 
Systemen erzeugen (127) eine Fläche (''j +»',+ *' j)-ter Ordnung, welche die 
Transversale in ebenso vi eleu Puncten t trifft. Man erhält somit das Theoreme 

Der Ort eines Punctes, durch welchen vier entsprechende Flächen von vier 
linearen projecHvischen Systemen von den resp, Ordnungen v^, v^, v^, y^ hin- 
durchgehen, ist eine Fläche von der Ordnung *'i + »'ji + ^j;}-»'4- 

Diese Fläche enthält offenbar die unbegrenzte Zahl von Gurven, die 
durch je vier entsprechende Netze der vier Systeme entstehen (128) , und 
ebenso unendlich viele andere Curven, die durch je drei der gegebenen 
Systeme entstehen (126); u. s. w. 

139. Man hat vier Flächen bezüglich von der Ordnung v^» v^, v^t v^; 
was ist dann der Ort eines Punctes j, dessen Polarebenen in Bezug auf 
jene Flächen durch den nämlichen Punct %' gehen? 

Die ersten Polarflächen von jt' gehen durch jr, und andererseits bilden 
die ersten Polarflächen der Puncto des Raumes in Bezug auf die vier gege- 
benen Flächen vier lineare projectivische Systeme bezüglich von den Ord- 
nungen Vj — 1» Vj— 1, j/j — 1, v^— 1; folglich erhalt man (138) den Satz: 

Der Ort eines Punctes y dessen Polarebenen in Bezug auf vier gegebene 
Flächen von den Ordnungen v^, v^, v^^, v^ durch denselben Punct gehen y ist 
eine Fläche mit der Ordnungszahl: 

Diese Flächsy der wir den Namen Jacobiana der vier gegebenen 
Flächen geben, geht offenbar durch die Doppelpuncte dieser Flächen und 
durch die Jacobianen der nämlichen Flächen zu drei und drei oder zu zwei 
und zwei genommen. 

Ist i;^ = v^, 80 erhalten wir eine Fläche der [>'j-}'*'8 + 2(Vj— 2)]-ten Ord- 
nung, Ort eines Punctes, dessen Polarebene in Bezug auf zwei Flächen der 
Ordnungen v^t ^^ ""^ ^° Bezug auf alle Flächen eines Büschels Vg-ter Ord- 
nung durch denselben Punct gehen. Ist X ein gemeinschaftlicher Punct des 
Ortes und der Curve v^y^-ter Ordnung, Durchschnitt der beiden gegebenen 
Flächen , so bestimmen die Tangente dieser Curve in % nnd die Gerade, 
durch welche die Polarebenen TOn jr in Bezug auf die Flächen des Büschels 
gehen, eine Ebene, die in x eine Flache des Büschels berührt; also hat man 
den Satz: 
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Jn einem Flächenbüechel ^^'ter Ordnung gibt e» 

Flächen, welche die Durchschnütscurve zweier Flächen v^-ter und ^^-ter Ord- 
nung berühren. 

Es sei ^^ = ^^ = ^2' I^*"^ ^olgt, dass die Polarebene von je in Bezog 
auf die Fläche (v^) durch den Punct geht, in welchem die Polarebene des- 
selben Punctes in Bezug auf alle Flächen des Netzes, das durch die drei 
gegebenen Flächen 1^2'^^' Ordnung gebildet wird, zusammenlaufen, und ebenso 
jene Ebene auch die Polarebene von jr in Bezug auf irgend eine Fläche des 
Netzes sein muss. Wir erhalten so ein schon bewiesenes Theorem (132) 
wieder nnd damit den Satz: 

Die Fläche (v^+Sv^— 4)-<€r Ordnung, Ort der Funde, welche in Bezug 
auf eine feste Fläche v^-ter Ordnung und auf irgend eine Fläche eines Netzes 
^^'ter Ordnung dieselbe Polarebene besitzen, ist die Jacobiana folgender vier 
Flächen: der gegebenen Fläche v^-ter Ordnung und drei beliebiger Flächen 
des NetsseSy die aber kein Büschel bilden dürfen. 

Ißt v^ = »/j = v^ = Vj = Vj 80 bestimmen die vier gegebenen Flächen 
ein lineares System, nnd durch je' geht also die Polarebene von x in Bezog 
auf eine beliebige Fläche des Systems (74); das liefert den Satz: 

Der Ort eines Punctes, dessen Polarebene in Bezug auf die Flächen eines 
Hnearen Systems v-ter Ordnung durch denselben Punci gehen, ist eine Fläche 
der 4(v — lyten Ordnung. 

Die Fläche, Jacobiana von vier beliebigen Flächen des Systems, die 
also kein Netz bilden, kann auch als Ort der Doppel puncte der Flächen des 
Systems definiert werden oder als Ort der Berührungspuncte zwischen diesen 
Flächen. 

Wir legen dieser Fläche den Namen Jacobiana des linearen Systems bei. 

Ist v^== 1, so erhalten wir den Satz: 

Der Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug auf drei Flächen 
der if^-ten, v^-ten, u^-ten Ordnung sich auf einer festen Ebene schneiden, ist 
eine Fläche der (j^j + v^+Vj—S)-/«»! Ordnung, 

Ist ausserdem ''i = *'2 = *'3 = *'i so treffen wir auf ein schon bewiesenes 
Theorem (128); daher der Satz: 

Die Fläche der ^y-iyten Ordnung, Ort der Pole einer Ebene in Bezug 
auf die Flächen eines Netzes vier Ordnung, ist die Jacobiana von folgenden 
vier Flächen: der gegebenen Ebene und drei beliebiger Flächen des Netzes, 
die aber Jeein Büschel bilden. 

Wenn ^^^=^^ = 1 ist, finden wir ein anderes bekanntes Theorem (117) 
nnd erhalten so: 

Die Fläche der (v^ + Vj-2)-te» Ordnung, Ort eines Punctes, dessen Po- 
larebenen in Bezug auf zwei Flächen der u^-^ten, v^-ten Ordnung sich auf 
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einer gegebenen Geraden schneideny ist die Jacobiana von folgenden vier Flächen, 
der beiden gegebenen Flächen und zwei beliebiger Ebenen, welche durch die gege- 
bene Gerade gehen. 

Nimmt man ausserdem ^^ = ^^g ^^ ^ ^^> ^^ tniSi die gegebene Gerade 
jene Gerade, in welcher sich die Polarebenen des Punctes x in Bezug auf 
die Flächen des Büschels schneiden, welches durch die beiden gegebenen 
Flächen v-ter Ordnung bestimmt ist, und die beiden Geraden liegen daher 
in einer Ebene, welche die Polarebene von x in Bezug auf eine Fläche des 
Büschels ist; daher der Satz: 

Der Ort eines Punctes^ dessen Polarebene in Bezug auf eine Fläche eines 
Büschels v-ter Ordnung durch eine gegebene Gerade gekty ist eine Fläche der 
2(v — Vhten Ordnung, Sie ist die Jacobiana folgender vier Flächen: zwei be- 
liebiger Flächen des Büschels und zwei beliebiger Ebenen, welche durch die ge- 
gebene Gerade gehen. 

Endlich erhalten wir unter der Bedingung v^ :rr v^ ss y^ = i^ y^ =s w das 
Theorem (62) wieder, dass nämlich der Ort eines Punctes, dessen Polarebene 
in Bezug auf eine Fläche v*ter Ordnung durch einen festen Punct geht, eine 
Fläche der (v— l)-ten Ordnung ist, die erste Polarfläche des festen Punctes. 
Man hat daher den Satz: 

Die erste Polarfläche eines gegebenen Punctes ist die Jacobiana folgender 
vier Flächen; der Fundamental/läche und drei beliebiger Ebenen, die durch den 
gegebenen Punct gehen, 

140. Was ist der Ort eines Punctes, in welchem sich je fünf entsprechende 
Flächen von fünf gegebenen projecti vischen linearen Systemen von den respec- 
tiven Ordnungen v^, v^, v^, v^, v^ schneiden? 

Die drei ersten Systeme mit dem vierten Systeme und dann mit dem 
fünften combiniert erzeugen (132) zwei Flächen von den Ordnungen 

Sie haben die Curve von der Ordnung 

V+V + V+V8 + V1+V2 ' 
gemein, welche durch die ersten drei Systeme erzeugt wird (136), und schnei, 
den sich also ausserdem noch längs einer Curve von der Ordnung 

Wir erhalten daher den Satz: 

Der Ort eines Punctes, durch den fünf entsprechende Flächen von fünf 
linearen projectivischen /Systemen von den resp, Ordnungen Vj, v^^ v^, v^, v^ 
hindurchgehen, ist eine Eaumcurve von der Oi'dnung 

V2+V8 + -'--+V6- 

Natürlich liegt diese Curve auf den fünf Flächen, die durch die fünf System® 



A 
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zn vier und vier genommen entstehen (138) and enthält eme unbegrenzte 
Zahl von Gruppen aus je 

Puncten, von denen jede durch fünf entsprechende Netze der fünf gegebenen 
Systeme entsteht (125). 

141. Hat man Hinf Flachen bezügh'ch von den Ordnungen v^, v^, v^, v^, v^, 
so bilden die ersten Polarflächen der Puncte des Raumes in Bezug auf jene 
Flächen fünf lineare projectivische Systeme von den Ordnungen ^^—h ^i^^* 
Vj— 1, v^— 1# »'s—!; Man hat also den Satz (134): 

Der Ort eines Fundes, dessen ersU Polarflächen in Bezug auf ßkif ge- 
gebene Flächen von den Ordnungen Vj, v,» V *^4' ^5 f^^*"^ densdben Fund gehen 
ist eine Raumcurve von der Ordnung 

Vs + V»+-"+Vs""^''i+*'i+-- + V + ^^- 
Diese Baumcurve, die Jacobiana der fünf gegebenen FlAchmij liegt offen- 
bar auf den Jacobianen der g^ebenen Flächen zu vier und vier genommen, 
Ist v = Vj=v^=v^=v^s=Vjj, 80 erhält man eine Curve von der 10(>'— 1)*- 
ten Ordnung, den Ort der Puncto, deren Polarebenen in Bezug auf die Flächen 
eines linearen Systems vierter Stufe und v-ter Ordnung durch den nämlichen 
Punct gehen. Diese Curve kann man die Jttcobiana des linearen Systems 
nennen. 

Ist Vg = l, so erhält man eine Curve von der Ordnung 

Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug auf vier gegebene Flächen 
auf einer gegebenen Ebene zusammenlaufen. Sind sie alle von derselben Ord- 
nung Vj so findet man, dass der Ort eines Pnnctes, dessen Polarebene in Bezug 
auf die Flächen eines linearen Systems dritter Stufe und v-ter Ordnung in einen 
Punct einer festen Ebene zusammenlaufen, eine Raumcurve der 6(v— D'-ten 
Ordnung ist. 

Für v^=iv^s=z\ erhält man den Ort eines Punctes, dessen Polarebenen 
in Bezug auf drei Flächen sich auf einer gegebenen Geraden treffen. Sind 
die drei Flächen von der nämlichen Ordnung v, so ist der Ort eine Curve 
der S(v— l)*-ten Ordnung. 

Wäre ^8=*'4~^|(= 1> so erhielte man den Ort eines Punctes, dessen 
Polarebenen in Bezug auf zwei gegebene Flächen durch einen festen Punct 
gehen, das heisst, wir erhalten den Satz: 

Die Curve der {^^—i){v^—\)'ten Ordnung , Durchschnitt der ersten Fohr^ 
flächen eines gegebenen Fundes in Bezug auf zwei gegebene Flächen v^-ter und 
v^'ter Ordnung, ist die Jacobiana folgender fünf Flächen : der beiden gegebenen 
und drei beliebiger Ebenen, welche durch den gegebenen Fund gehen, 

142. Man hat sechs lineare projectivische Systeme von den betreffenden 
Ordnungen v^» v^ v,, v^, v^, v^\ man sucht die Zahl der Puncte, in denen 
sich je sechs entsprechende Flächen schneiden. 
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Die drei ersten Systeme mit dem vierten, dem fünften und endlich mit 
dem sechsten combiniert erzeugen (138) drei Flächen yon den Ordnungen 

welche die Curve der Ordnung 

»'i* + V + »'s* + Vs + Vi + *'i*'a 

gemein haben, die durch die drei ersten Systeme erzeugt wird (136). Diese Curve 
gehört zwei Flächen der (>^j + Vj-|-Vj)-ten Ordnung an, die sich also ausser- 
dem noch in einer Curve der Ordnung ''8*'8H"*'8*'iH"*'i*'3 schneiden, die ihrer- 
seits im Verein mit einer dritten Curve v^^-ter Ordnung den vollständigen 
Durchschnitt zweier Flächen der (v^ -j- J',)"*®^ ^^^ (^i "f" ^'sl-tß'^ Ordnung bildet* 
Die Ordnung der osculierenden Developpablen (117) der Curve (v^*) ist 

/> = 2v^«(v^-.l), 
und folglich (120) ist die Ordnung der osculierenden Developpablen der Curve 

/>' = U^i + V,) + (u^ + vp^2][(v,y3+ v,v, + Vjy^-Vj2]+^ 
= <V3+ Vl+ V2K>'i+»'2+>'3-2)-VjV3i/3 . 

Hieraus schliesst man (120), dass die osculierende Developpable der 
Curve der Ordnung 

*'i* + V+V+ V8+»Vi+ V« 
von der Ordnung 

X[(Vj2 + ,^2 4- v,2 + v^.3 + y^u^ + ^^\)H^J^^ + ^^\ + *'i^»)] +P' 
ist, und folglich haben die drei Flächen von den Ordnungen 

»'l + ''2 + »'8 + ^' *'l + ''2+*'8 + »'5' »'l + »'2 + »'8 + »'6 

ausser der vorgenannten Cui*ve noch (121) 

(»'l + »'2 + ^8 + »'4)(''l + *'2 + »'s + »'^X»'! + »'s + ^8 + V 

+(»'i+»'2+»'8 + »'e)' ' 

(»'l+»'2+»'8 + »'4)(»'l + »'2 + »'8+V^ + »'2+»'8 + »'6) 

-{\^ + V + V+ »'2''8 + *'8»'l + "^^^4. + ^5 + V 
-(Vi + v,.t.V3)«+Vjyjy3=PjV3,3+... + v^.^y^ 

gemeinschaftliche Puncte, und wir erbalten also den Satz: 
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Die Zahl der Puncte des RaumeSy durch weldie je sechs entsprechende 
Flächen van sechs projecHvischen linearen Systemen von den Ordntmgm Vji ^^^ 
. . . y y^ hindurchgehen, ist 

143. Auch hier kann man als Anwendung dieses Satzes die Jaoobiana 
von sechs gegebenen Flächen betrachten, die ans den 

Puncten besteht, von denen jeder die Eigenschaft hat, dass seine Polarebenen 
in Bezng auf die sechs gegebenen Flachen der Ordnungen ^|» >^2* " ' ' ^6 ^^^^^ 
den nämlichen Funct gehen. Hierin ist als Specialfall die Zahl der Puncte 
enthalten, deren Polarebenen in Bezug auf je fünf, vier und drei der gege- 
benen Flächen sich bezüglich auf einer gegebenen Ebene, einer gegebenen 
Geraden und in einem gegebenen Pnncte treffen. Zum Beispiel findet man 
den Satz: 

Die (Vi*~l)(i^3— 1){V3^1) genieinschaftHcken Puncte der ersten Polarßäthen 
eines Punctes in Besmg auf drei gegebene Flächen bilden die Jacobiana fol- 
gender sechs Flächen: der drei gegebenen und dreier Ebenen, die durch den 
gegebenen Punct gehen. 



CAPITEL Vin. 

PROJECTIVISCHE LINEARE FLÄCHENSTSTEME 

BELIEBIGER STUFE. 

144. Was ist der Ort eines Punctes, durch welchen je ß-\'l entsprechende 
Flächen von /t-\-l linearen projectivischen Flächensystemen ;e£-ter Stufe und 
den respectiven Ordnungen ^i* ^^t ^^f'i^u-Li hindurchgehen ^) ? 

Auf einer beliebigen Transyersale fixieren wir einen Punct i. Durch 
ihn gehen /i entsprechende Flächen der /x ersten gegebene Systeme '), und 
die entsprechende Fläche des letzten Systems trifft die Transversale in ^nii 
Puncten i'. Nimmt man umgekehrt auf der Transversale einen Punct t' be- 
liebig an, so bilden die Flächen des letzten Systems, welche durch diesen 



1) Der Kürie wegen wollen wir durch das Symbol f^fi,p ^^ Summe der Producte 
von je p der Zahlen v^ , v^ , . . v^ bezeichnen. 

2) Die Fl&chen des ß-ten Systems, die durch i gehen, bilden ein System (/i^iy 
ter Stufe, dem in den ersten ß — 1 gegebenen Systemen ß — 1 niedere Systeme der« 
selben (/i — l)-ten Stufe entsprechen. Angenommen yon diesen Systemen gingen 
ß^i entsprechende Fl&chen durch t, so haben auch die ersten ß gegebene Systeme 
ß entsprechende Fl&chen, die durch i geheu. Wenn also die Behauptung ftkr ^ — 1 
richtig ist, so ist sie es auch Ar ß; fbiglich u. s. w. 
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gehen, ein niederes System (ß -l)-ter Stufe, dem in den gegebenen andern 
ßi Systemen ebenfalls niedere Systeme von derselben (aa— O-ten Stufe ent- 
sprechen. Diese Systeme sind projectivisch, und wir wollen annehmen, dass 
der Ort eines Punctes, durch den ß entsprechende Flächen gehen eine Fläche 
von der Ordnung 1$^,^ sei. Diese schneidet die Transversale in 0m;i Puncten 
t, und also haben wir ^^f^j+^^/x^x '^^^ ^""^^ ^^^ zusammenfallenden Functe 
t, t'; das heisst, wenn der Satz„ der gesuchte Ort ist eine Fläche der ^u^i ^-ten 
Ordnung** wahr ist für At = At— 1, so ist er auch für A = A* richtig. Wir 
haben denselben aber schon für fi=ly2,Z bewiesen (107, 116,138) und 
erhalten also den Satz: 

Der Ort emes Punctes^ durch welchen Je ^-{-1 enteprechende Flächen eben" 
eovieler projectiviecher linearer Systeme von den reepectiven Ordnungen ^^'^v 
. . . , V j und iJ^ter Stufe hindurchgehen^ ist eine Fläche 0« • j ^-ter Ordnung, 

145. Gegeben ß-^-^ lineare projeetivische Fläohensysteme bezüglich ron 
den Ordnungen ^i»^2*'"*^ß-\'9 ^^^ A-ter Stufe, man verlangt den Ort eines 
Punctes, durch den je A+3 entsprechende Flächen hindurchgehen. 

Die ersten ß Systeme nach und nach mit dem vorletzten und letzten Sy- 
steme combiniert erzeugen (144) zwei Flächen von den Ordnungen ^^n+'^yu j_if 
^ßfi^^ßJL^' I^icse haben offenbar diejenige Curve gemein, welche den Ort 
der Puncto bildet, durch welche eine unbegrenzte Zahl von je ß entsprechen- 
den Flächen der ersten ß gegebenen Systeme hindurchgehen. Wir wollen vor- 
aussetzen, die Ordnung dieser Curve sei 0%x*~^A»S' ^^® beiden Flächen 
schneiden sich dann noch längs einer andern Curve von der Ordnung : 

also von der Ordnung ^fi^^v "^^^^ '"*° folgende Identitäten beachtet: 

^ß-^%fi'^^ß:i^^^ß'^i^^ß^^^^ßfi^^ß'k-i^,ß-\'%^ß,\ ' 

Die zweite Curve ist der gesuchte Ort. 

- 146. Es seien ß-^r^ lineare projectivische Flächensysteme von den 
respectiven Ordnungen »'j * »'j t •••»»';£+ g und (a +2)-ter Stufe gegeben ; ein nie- 
deres System (jJL-\-\)'iec Stufe, das im ersten gegebenen Systeme enthalten 
ist, und die niederen Systeme, welche ihm in den andern gegebenen Systemen 
entsprechen, erzeugen eine Fläche von der Ordnung ^ßi^^ (^^^)* ^^^^ **> 
erhaltene Flächen ^^u^si'ter Ordnung entsprechen für jedes gegebene System 
zwei niederen Systemen von der (Ai + l)-ten Stufe, die in demselben gegebenen 
Systeme enthalten sind, und ein niederes System ^-ter Stufe gemein haben. 
Die beiden Flächen enthalten folglich die Curve 0^_|_,^-ten Ordnung, die 
durch die yu-}-2 entsprechenden niederen Systeme p-ter Stufe erzeugt wird 
(145)^ und schneiden sich also längs einer andern Curve von der Ordnung 
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Dieselbe liegt in allen analogen Flachen 5^, ^^-t er Ordnung 0» und ist folg- 
lich der Ort der Puncte, durch die eine nnbegrenste Zahl yon je /^+2 ent- 
sprechende Flächengruppen ebensovieler linearer projectivischer Flächen- 
sy Sterne (/£-}- 2)-ter Stufe hindurchgehen. 

Wenn also yu Systeme fi-ter Stufe eine Curve yon der Ordnung Sfi^ C^^ß % 
erzeugen, so erzeugen auch A+2 Systeme der (Ae-f 2)-ten Stufe eine Curve 
der (6^;^ , jj— 0^ , 3j)-ten Ordnung, und die Ordnung der Curve, die durch 
/e+2 Systeme A*-ter Ordnung erzeugt wird, ist ^»i^^* Die gemachte Vor- 
aussetzung hat nun aber für A£=i, 2, 3 statt, also ist sie allgemein. 

147. Angenommen, die Ordnung der osculierenden Deyeloppablen der 
Curve d^g-ter Ordnung, die (146) durch ß lineare projectivische Systeme 
{ß — 2)-ter Stufe erzeugt wird, sei 

dann bildet diese Curve zugleich mit derjenigen von der Ordnung 0'» \^^ß % > 
welche durch ß lineare projectivische Systeme der yu-ten Stufb erzeugt wird, 
von denen die obengenannten Systeme (/£— 2)-ter Stufe als niedere entsprechende 
Systeme einen Theil bilden, den vollständigen Durchschnitt von zwei Flächen 
0^i-ter Ordnung, und die Ordnung der osculierenden Developpablen dieser 
letzteren Curve ist also gleich 

Die letzte Curve in Verbindung mit derjenigen^ von der Ordnung ^ßA.^^^ 
welche durch A+2 lineare projectivische Systeme ^-ter Stufe gebildet wird, 
deren ß erste die schon genannten sind, bildet den vollständigen Durchschnitt 
zweier Flächen von den respectiven Ordnungen 0pjj+v^,j^6^j+v^.j (146), 
und daher ist (120) die Ordnung der osculierenden Developpablen der Curve 

ifißy\- Äa+«,i'"^^^/*+ «^""^ V,i+ *A,P 
oder auch: 

wenn man auf die oben (145) angegebenen Identitäten RQcksicht nimmt. Die 
Richtigkeit der angenommenen Voraussetzung ist aber im Falle /i=l, 2, 3 
schon bewiesen, und wir haben daher den Satz: 

Der Ort eines Punctee, durch welchen eine unbegrenzte Zahl von Gruppen 
aus Je ß entsprechenden Flächen ebensovieler projectitnscher Systeme respecUve 
von den Ordnungen i*! , v^j , . . . , v^ und ß-ter Stufe ') bestehend hindurchgehen^ 
ist eine Raumcurve von der Ordnung 

* 1) Man beweist dies wie im Falle der Systeme dritter Stuie (136). 

8) Das heisst, der Ort der gemeinschaftlichen Basispuncte von ß entsprechen- 
den Büscheln. 
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und die Ordnung ihrer oscuUerenden Devdoppablen iat: 

Der Ort eines Punctee, durch welchen Je ß+2 entsprechende Flächen eben- 
sovieler linearer projocHvischer Systeme der respectiven Ordnungen v^ , i/^ , . . ., 
V+9 ^^^ ^"^ Stttfe hindurchgehen, ist eine Baumcurve von der Oixinung 
^A+2,8* ^^ Ordnung ihrer oscuUerenden Developpablen ist: 

148. Es seien jetzt ß—l lineare projectivische Fläch ensysteme gegeben 
von den Ordnungen ^if^^'" *^u—i °°^ A-ter Stufe. In einem derselben 
nehmen wir drei niedere Systeme (a«— 2)-ter Stufe an, die ein und dasselbe 
niedere System (/£— 3)-ter Stufe in sich schliessen. Jedes der drei niedern 
Systeme erzeugt in Gemeinschaft mit den entsprechenden niederen Systemen 
der andern gegebenen Systeme eine Fläche (dM_|i)-ter Ordnung (144). 
Die 80 entstandenen drei Flächen gehen gleichzeitig durch die Carve ^fj^^i^- 
ter Ordnung, welche durch die ß—l niedern entsprechenden Systeme (ß—di)- 
ter Stufe erzeugt wird (145). Da nun die Ordnung der oscuUerenden Deve- 
loppablen dieser Curve (147) gleich ist: 

(«/i-i,i-2)0^, j+0^_^^ , 
so haben (121) die drei Flächen ausser dieser Curve noch 

gemeinschaftliche Puncte. 

Diese Puncte sind allen analogen Flächen Üß^^ j-ter Ordnung gemein *), 
welche den verschiedenen niedern Systemen (A*— 2)-ter Stufe entsprechen, die 
in den vorgelegten Systemen enthalten sind; also gilt der Satz: 

Die ZcJil der Puncte, welche einen gemeinsamen Basispunct von /c~l ent- 
sprechenden Netzen in M — 1 gegebenen linearen proJecHvischen Flächensystemen 
pL'ter Stufe und von den respectiven Ordnungen v^ , v^ , . . . , »'„_j darstellen ist 

149. Gegeben At-f-3 lineare projectivische Flächensysteme yu-ter Stufe 
und von den respectiven Ordnungen ^^ » ^^ » ^3 > • • ■ >^n-L9'^ ^^^ sucht die Zahl 
der Puncte , welche je ß-\-S entsprechenden Flächen gemeinschaftlich sind. 

Die ß ersten Systeme nach und nach mit dem (At+l)-ten, (Ai+2)-ten, 
(Ai+3)-ten Systeme combiniert erzeugen (144) drei Flächen von den respecti- 
ven Ordnungen 

Diese Flächen haben die Curve von der Ordnung 



1) Man beweist dies wie im Falle der Systeme dritter Stufe (135)« 
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gemeiD, deren osculierende Developpable die OrdDungssahl 

hat, und welche dnrch die ersten jx Systeme erzeugt wird (147). Die drei 
Flächen haben also (121) noch folgende Zahl yon Puncteo gemein: 

-(öVi-«/^,2)(2«A.,i+«/^4-3,i-^) 

+ 2(6^, -1)(«V, -«A^^)~^/^i«A*^ + ^MJ^ 
oder 0JU+8 8 ^^^'i^^ge der Identitäten: 

Wir haben also den Satz ^): 

Dis Zahl der Puncte des Raumes, durch lödche je fi-{-^ entsprechende 
Flächen ebensovieler linearer projeetivisdier Flädiensysteme von den respectivdn 
Ordnungen ^i»^^'' ' *^fi+s ***"' ^'^ Stufe hindurchgehen, ist 0^ i 33 • 



CAPITEL IX. 

SYMMETRISCHE COMPLEXE. 

150. Es seien ß-\-\ lineare projectivische Systeme /t-ter Stufe gegeben. 
Wir fixieren im ersten Systeme A^ + l Flächen, die hinreichend sind, dasselbe 
vollständig zu individualisieren, und betrachten jedes andere durch die aH~1 
Flächen festgelegt, welche den obigen projectivisch entsprechen. Jede beliebige 
dieser (A-fl)^ Flächen, welche auf die eben aus einander gesetzte Art die 
iU-|~l Systeme bestimmen, kann man dann durch das Symbol Pp^ bezeichnen, 
wo der Index p allen Flächen desselben Systems gemein ist, der Index «r 
dagegen ß-\-l entsprechenden Flächen. 

Dies vorausgesetzt, sagen wir, die At-}-l Systeme bilden einen symme* 
irischen Complex, wenn sie sämmtlich von der vten Ordnung sind and aus- 
serdem die Symbole P^^ und P_ ein und dieselbe Fläche ausdrücken. 

151. Es sei iu=l, das heisst, man habe den symmetrischen Complex; 

P P 
P P 

■^21 » "^22 

gebildet durch die beiden projectivischen Büschel 

\-*ii y -*ia » • • V > C-*2i ' 22 '••*/> 
1) Man feigleich^ Saluov, o. a. O.^ p. 499—495. 
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welche die Fläche -Pii^-P^ geroein haben, die sich aber nicht selbst ent- 
spricht. Auf dieser Fläche liegen die Basiscurven beider Büschel , welche 
sich in den v^ Pancten schneiden , die den drei Flächen P^^ , P^^ , P^ ge- 
mein sind. 

Die Fläche P der 2v-ten Ordnung, erzeugt (107) durch die gegebenen 
£wei Büschel, wird längs der Basiscurve des ersten Büschels von der Fläche 
Pjj dieses Büschels berührt. P wird in der That (107) 'in einem beliebigen 
Puncte genannter Curve von einer Fläche des ersten' Büschels berührt, die 
deijenigen Fläche des zweiten Büschels entspricht, welche durch den näm- 
lichen Punct geht Aber P,^ ist eine Fläche des zweiten Büscbek und ent- 
hält die Basiscurve des ersten Büschels vollständig; folglich u. s. w. 

In ähnlicher Weise wird die Fläche P auch von derjenigen Fläche P„ 
längs der Basiscurve des zweiten Büschels berührt, welche der Fläche P^^ 
des ersten Büschels entspricht. In den gemeinschaftlichen Puncten der beiden 
Basiscurveu wird P also von beiden Flächen Py^ , P^, berührt. Diese 
Flächen sind aber beliebig gewählt, und haben daher im Allgemeinen keinen 
Berührungspunct, und ^ sind mithin die gemeinschaftlichen Puncte der drei 
Flächen Pn^Pi^y^M ^^^ ^ Doppelpuncte. Dies h'efert den Satz: 

Die von zwei projediviechen Flächenbüscheln v-ter Ordnung , die einen 
symmetrischen Complex bilden, erzeugte Fläche haJt v^ Doppelpuncte, 

Die Flächen v-ter Ordnung, welche durch die obigen v^ Puncte gehen 
bilden ein Netz, und folglich bilden diejenigen, welche ausserdem noch durch 
einen andern beliebigen Punct — den wir auf P annehmen — gehen, ein 
Büschel. Die Basiscurve v2-ter Ordnung dieses Büschels hat daher Sv'-f'i 
gemeinschaftliche Durchschnittspuncte mit P, die von der 2v-ten Ordnung ist, 
nnd liegt daher vollständig auf dieser Fläche. Jede Fläche v-ter Ordnung also^ 
welche durch die v^ Doppelpuncte von P geht, schneidet diese Fläche in sBwei 
getrennten Ourven v^-ter Ordnung^ die sieh in den genannten Puncten schneiden. 
Durch Jeden Punct von P geht eine der vorgenannten Ourven, welche die Basis 
eines Flächenbüchels vter Ordnung bildet. Zwei beliebige von diesen Ourven 
liegen stets auf der nämlichen Fläcfie v-ter Ordnung und können also ausser 
den v9 Puncten keinen weitem Punct gemein haben. 

Die beiden Ourven bilden die Basiscurveu zweier Büschel v-ter Ordnung, 
zwischen denen man eine solche projectivische Abhängigkeit herstellen kann, 
dass die durch sie erzeugte Fläche genau P ist. Jede Fläche des Büschels, 
welche durch die Basiscurve desselben hindurchgeht, schneidet in der That 
P in einer Curve i'^ ter Ordnung, die in Gemeinschaft mit der Basis des 
andern Büschels die entsprechende Fläche dieses letztem bestimmt. Es gibt 
aber eine Fläche, die beide Basiscurveu enthält, und daher sowohl dem einen 
als dem andern Büschel angehört. Als Theil des ersten Büschels schneidet 
sie P in einer neuen Curve, welche mit der Basis des zweiten Büschels iden- 
tisch ist. Die Fläche also, welche in diesem zweiten Büschel ihr, entspricht^ 
schneidet P längs zwei mit der Basis eben dieses zweiten Büschels zusammen- 
fallenden Ourven, das heisst, berührt P in dieser Curve, Auf diese Weise 
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ist klar, dcus die Curven y^ter Ordnung^ weiche durcff die v« DoppelpwicU 
gehen, Berahrungeewrven — Charakteristiken — zwischen P und gewissen Flächen 
v-ter Ordnung sind die dem genannten Netze angehören. P ist also (60) die 
einhfillende Fläche einer einfach unendlichen Reihe von Flächen, Ton denen 
je zwei darch einen beliebigen Pnnct des Raames gehen; unter ihnen be- 
findet sich auch P^^ , P^ . 

152. Es sei jetzt Ai = 2, man betrachte also den symmetrischen Complex 

P P P 

Ml » ^it » -^18 

P P P 

P P P 
-^31 » -^8« > ^88 

dargestellt durch die drei projectivischen Flächennetze v-ter Ordnung 

(■* 11 > -* n > ■* 18 !•••)» 
^ 21 ' W * 88 »•••'» 

(-'ai } "^ i ■'88 >•*•'» 

worin ^28 — ^32 »^81 = ^18 »^18 = ^«1 "*• ^ *®* ^ "^'^ ^^*^**^ ^^'^^'^ 

Ordnung, die den Ort eines Punctes bildet, in dem sich je drei entsprechende 
Flächen der drei Netze schneiden (121), dann kann man diese Fläche in 
folgender Weise construieren. 

Die beiden projecti vischen Büschel (P„ » ^^8 > * * ') » (^89 > ^88 > ' * ')* ^'^ 
eben symmetrischen Complex bilden, erzeugen (161) eine Fläche Pj| der 
2v-ten Ordnung, welche von P^ längs der Curve -^93^33 , der Basis des 
zweiten Büschels, berührt wird. Analog geben die projectivischen Büschel 
(Pjj , Pjj , . ,) , (Pjj , Pgj , . .) > di« ebenfalls einen symmetrischen Complex 
bilden, eine Fläche P,^ der 2v-ten Ordnung, die von P^ in der Curve 
PjjPjy berührt wird; und die beiden projectivischen Büschel (Pjj 1 -P^a, . • •>> 
(Pjj , P33 , . . .) oder, was dasselbe ist ^) , die projectivischen Büschel (P|| , 
•^18 »•••)» (-^83 » -^88 » • • •) erzeugen eine Fläche Pjg oder P^j der 2);-ten Ord- 
nung die von P^ längs der zwei Curven Py^P^ j ^39^33 g^^hnitten wird, und 
also in den beiden Curven gemeinschaftlichen Puncten von P33 berührt, das 



1) Eine Fl&che 2v-ter Ordnung, die (107) mittels zweier projectiTiBcher Büschel 
(U , V) y(ü' , V') f erzeugt ist, die von derselben Ordnung v sind, l&sat sieh aueh 
aus swei projectivischen Büscheln (U, U') , (V, V') herleiten, in denen zwei Fliehen 
27*', V" sieh entsprechen wie folgt: Man nehme beliebig die Fl&cfae U" unter denen, 
welche doreh ÜU' gehen. Diese Fl&che schneidet die Fl&ohe (2v) längs einer an- 
dern Curve k der v*-ten Ordnung, durch welche man in Gemeinschaft mit VV eine 
Fl&che V" der v-ten Ordnung legen kann. In der Thst hat k mit der Basis VV* 
eine Zahl von v' Puncten gemein — die gemeinschaftlichen Pnncte der Fl&chen 
ü", V, V* — und eine Fl&che der v-ten Ordnung, die durch die Basis VV* und 
durch einen Pnnct von k, der nicht dieser Bssis angehört, geht, hat also v'-^l 
Pnncte mit k gemein, und enthält also diese Curve vollständig. 
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heisst in den geroeinAchaftlichen Puncten der drei Flachen P„ , F^ , P... 
Diese Funete bilden die Basispnncte des dritten gegebenen Netzea. 

Die mit F^^ , F^^ analogen Flächen, die mittelst BSficheln entstehen, die 
sich im zweiten und dritten Netze entsprechen» bilden ein nenes Netz (130), 
nnd jede Ton ihnen kann man durch diejenigen Büschel des dritten Netzes 
individualisiert denken, welche zur Construction benutzt wurden. Dasselbe 
gilt far die zu F^^ , F^j analogen Flächen, die durch entsprechende Büschel 
des ersten und dritten Netzes ^entstehen. Es folgt somit, dass die Netze 
(F]j, Fj|, . . .) I (^21' ^S2 ' " *) projectivisch sind , und besonders die Büschel 
(^11 > ^is^ ' (^31 ' ^») projectivisch^ welche sich in diesen Netzen entsprechen. 
Die Fläche Fjj des Netzes (Fjj , F„ , . . .) und die Fläche F^^ des 
Netzes (F^j , F^g > • * *) entsprechen demselben Büschel (P^ , P^) des dritten 
Netzes und bezüglich den Büscheln {P^ , P^) , (JP^^ , P^^) des zweiten und 
ersten Netzes, und diese Flächen enthalten daher ausser der Curve P^^P^ 
diejenige Curve 3v3.ter Ordnung, welche den Ort der Puncte bildet, in denen 
sich drei entsprechende Flächen dieser drei projectivischen Büschel schneiden. 
Diese zweite Curve gehört auch der Fläche 9 an, da die obigen drei Büschel 
sich in den gegebenen drei Netzen entsprechen. 

Analog entsprechen die Flächen Fj^ des Netzes (F^^ , Fj^ ; • • •) und F,, 
des Netzes (F^^ , F^^ , . . .) demselben Büschel (P^^ , P^) des dritten gegebenen 
Netzes und bezüglich den Büscheln (P^i } ^33} 1 (^n > ^13) des zweiten resp. 
ersten Netzes. Sie enthalten daher ausser der Curve -^31^33 die Curve Sv** 
ter Ordnung, welche durch die genannten drei Büschel entsteht, die ebenfalls 
projectivisch sind. Die fragliche Curve liegt auch auf der Fläche $, da 
die drei Büschel in den drei gegebenen Netzen sich correspondieren. 

Genau in derselben Weise hat eine beliebige Fläche Fj^ des Büschels 
(Fj]^ , Fjj) °>it der entsprechenden Fläche F^^^ des projectivischen Büscheb 
(Fji^Fg^) — beide Flächen entsprechen demselben Büschel des dritten gege- 
benen Netzes — nicht nur eine Curve v^.ter Ordnung ^ Basis dieses Büschels 
— gemein , die auf P^ und auf einer Fläche des Büschels (JP^^ , P^) liegt, 
sondern auch eine Curve 3v2.ter Ordnung, die durch drei entsprechende 
Büschel entsteht und also auf $ liegt. Es folgt noch, dass 9 und P33 zu' 
sammen den vollständigen Ort darstellen, der durch die projectivischen Büschel 

(Fii,Fig),(F2j,F22) erzeugt wird. 

Da nun diese Büschel einen symmetrischen Complex bilden, so wird 
(151) die Fläche $ von F^^ nnd F^^ längs zweier Curven von der 3v*-<«n 
Ordnung herüJirt, welche auf Fj^ liegen; und die Doppelpuncte von 9 sind 
die gemeinschaftlichen Puncto der drei Flächen Pxi'^i8'^32* ^^^ haben 
aber oben gesehen, dass diese Flächen gleichzeitig von P^ in den va Basis- 
puncten des dritten gegebenen Netzes berührt werden, und da jeder dieser 
Berührungspuncte (21) vier Durchschnittspuncte der Flächen F absorbiert, 
so hat die Fläche 9 

(2v)8--4v8 = 4»'8 
Doppelpuncte, durch welche alle Flächen F gehen. 
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Att8 doin eben Bewiesenen folgt ausserdem: 

1. $ ist zugleich mit P^ die einhüllende Flache einer einfach nnend- 
Kchen Reihe von Flächen P^j , P^j , . . . Jede Fläche P^^ ist die einhüllende 
Fläche einer analogen Eeihe Ton Flächen v-ter Ordnung wie F^p. Umge- 
kehrt gibt jede Fläche Ppp einer Eeihe von Flächen Tpp Entstehung, deren 
einhüllende Fläche durch 9 und durch Ppp dargestellt wird. Jede Fläche 
Vpp berührt 9 längs einer Charakteristik der 3v3.ten Ordnung, während Ppp 
die Fläche 9 in vs Puncten berührt, den Basispuncten eines Netzes von 
Flächen Pp^. 

2. 9 ist auch der Ort der Doppdpuncte der Flächen ^pp* Denn ein 
Doppelpnnct von P^^ ist in allen Flächen des Büschels (P^^tP^^ und in 
allen denen des Büsdiels {P^fP^s) gelegen, und durch ihn geht auch eine 
Fläche des Büschels (Pi^j^iz^i folglich ist dieser Punct, da er drei ent- 
sprechenden Flächen der drei genannten Büschel angehört, die in den gege- 
benen Netzen enthalten sind, ein Punct des Ortes $. 

153. In ähnlicher Weise kann man die Fläche $ construieren, die den 

Ort der Puncte bildet, in denen sich je drei entsprechende Flächen der drei 

projectivischen Netze 

(P , Q , Ä , . . .) , 

(P",Q",Ä",...) 

von den respectiven Ordnungen v, v', v" schneiden, die keinen symmetrischen 
Coraplex bilden (127). 

Die beiden projectivischen Büschel (Q' , Ef) , (Q" , R*') erzengen eine 
Fläche Pj von der (v'+v")-ten Ordnung, welche durch R" in den beiden 
Curven Ä"Q" , R^'R geschnitten wird. 

Die beiden projectivischen Büschel {Q", R")f{Q , R) erzeugen eine Fläche 
P'i der Ordnung y"+v, die von R" längs der beiden Curven R*'Q",R"R 
geschnitten wird. 

Die beiden projectivischen Büschel (P', Ä') , (P", R") erzeugen eine Fläche 
Pj von der Ordnung V-f v", die von Ä" in den beiden Curven Ä"P", R"R* 
geschnitten wird. 

Endlich erzeugen die beiden projectivischen Büschel {P", R'*) ,{P,R) 
eine Fläche P'j der (v"+y)-ten Ordnung, welche von R" längs der beiden 
Curven R*'P*',R'*R geschnitten wird.' 

Die Flächen P^, Pg bestimmen ein Büschel (i/'-f v'')-ter Ordnung, welches 
dem Büschel (Q!*,P') projectivisch ist. Ist aS"' eine beliebige Fläche dieses 
letzten Büschels, so erzeugen die entsprechenden und daher projectivischen 
Büschel (S', R*) , (/S", R") diejenige Fläche P des Büschels (P^ , P^), welche 
iS" entspricht. 

Analog bestimmen die Flächen V\ , P'j em Büschel von der (v"+ v)-ten 
Ordnung, das ebenfalls dem Büschel (Q", P") projectivisch ist. Die 8" ent- 
CbbhoitAi Oberilftelien. 9 
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sprechende Fläche F' wird von den entsprecheaden projecÜTischen Bfischeln 

(aS", R") (S , R) erzeugt. 

Die Flächen P , P' enthalten offenbar ausser der Curve R"S" die Curve 
der (vv'+v'v"+v"»/)-ten Ordnung, Ort eines Punctes (122) in dem sich drei 
entsprechende Flächen der drei projectivischen Büschel {S,R), {S'fR%{£^'iR") 
schneiden. Diese Curve liegt auf 9, da die drei obigen Büschel sich in den 
drei gegebenen Netzen entsprechen. Wir haben daher das Endergebniss : 
Die projedivücken Büschel (Pj , Pj) , (P'j , P'j) erzeugen einen Ort, der aue 
den Flädien R" und $ ziuammengeeetzt ist, 

154. Wir setzen jetzt voraus , es sei v" = v'=v. lo diesem Falle 
schneidet (152, Anmerkung) eine beliebige Fläche R^ des Büschels (W, R**) 
die Flächen P^ und P^ in zwei Curven, die bezüglich auf zwei Flächen 
Qo y ^0 ^'®Sen , welche den Büscheln (Q', Q") , {P' , P") angehören. Daraus 
folgt, dass die projectivischen Netze 

(P, Q, R,...), 

{P", «'', Ä", . . .) 

denselben Flächen Pj , P^ , P'j , P'^ Entstehung geben, und eine Fläche Sv-ter 
Ordnung erzengen, welche mit $ vier Curven der Sv^-ten Ordnung gemein 
hat, und also vollständig mit dieser Fläche zusammenfallt. Das heisst: 

Wird eine Fläche 3v-/cr Ordnung durch drei projectivische Netze 

(P , Q , 72 , . . .) , 
(P, Q\ W, . . .) , 
(P", Q", 72", . . .) , 

v-ter Ordnung erzeugt, so kann man für ein beliebiges dieser NeUse, «. B, ßtr 
das zweite^ ein neues Netz 

substituieren, das den gegebenen projectivisch ist, und aus Flächen gebildet wird, 
die bezüglich den Büscheln (P, P') , (Q', Q") , (Ä', R") , . . . angehören. 

Analog können wir einem der drei gegebenen Netze 

(P, Q, R,...) 
ein neues Netz 

(Pi > Qi » -Ri > • • •) 

substituieren, wo die Flächen P^, Q^, i2| ,... bezüglich den Buschein (P', Pa), 
{Q'f Qq), (R'f Rq\"' angehören oder, was dasselbe ist, den Netzen (P, P, P'), 
(ö, Q', Q") , (7?, R'f 72"). Man kann endlich dieselbe Fläche <g auch mitteUt 
drei neuer Netze 

( 2 ' ^ > -^8 > • ' •) > 
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erzeugen, die den gegebenen projecUmack sind und aus Flächen 

gdnldeL toerden, toelche bezüglich den Netzen 

(Q,Q',Q",...), 

emgehären. 

Aber noch mehr: Die projectivischen NeUe 

(Q,Q', Q", Qi,...), 

(Ä , R', R", Äj , . . .) , 

erzeugen eine Fläche Sv'-ter Ordnung, welche die yler Carven 

p p P P' P' P' P P/ 

der dv^-ten Ordnung enthält und alao mit 9 zusammenfällt. Die Projectivität 
dieser drei Netze lässt sich sehr leicht bestimmen. Es sei P^ eine beliebige 
Fiädie des Büschels (F, F')\ die entsprechende Fläche Q^ bestimmt sich 
dann in der Art, dass die von den projectivischen Büsclieln (P, P', F^), (Q, Q!, Q^) 
eneugte Fläche mit derjenigen zusammenfällt, die durch die Büschel (P, Q), 
{P'y Q!) erzeugt wird. Dadurch ist aber das Gesetz des gegenseitigen Ent- 
sprechens gegeben. Man gelangt also so stufenweise zur Auflösung des all** 
gemeineren Problems: Man nimmt im Netze (F ,F',F") beliebig eine Fläche 
an, und sucht die entsprechenden Flächen der andern beiden Netze (Q ,Q', Q"), 

155. Wir gehen über zur Betrachtung des symmetrischen Complezes 

F F F F 
F F P F 
F F F F 

•^41 > -M2 ' -^4« » -^44 • 

bestehend aus vier projectivischen linearen Flächensystemen dritter Stufe 
und v-ter Ordnung, in denen 

•^12 = -^21 » ^18 = ^31 ' -^14 = ^41 » -'m = ^32 » -'^t = ^42 » ''w = -^48 * 

Die Fläche D der 4>'-ten Ordnung, Ort der Puncto, welche vier entsprechen- 
den Flächen gemein sind (138), lässt sich in folgender Weise construieren. 

Die drei projectivischen Netze 

{^28 f ^28 ' ''24/ ' (^32 * ^dS * ^9v ' (-^12 » "^ * 44/ 

ergeben (152) eine Fläche 9^ der 3v.ten Ordnung, welche durch die Fläche 
P, erzeugt durch die Büschel (Pj, , F^) , (P^ , F^^), längs einer Cnrve Sv^-ter 

9* 
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Ordnnng berührt wird -~ dieselbe liegt auf der Fläche/ die durch die Büschel 
(^M f -^m) > (^i2 y ^44) oder durch die Büschel (P^ , F^ , (P„ , P^) erzeugt 
wird — und der Ort eines Punctes ist, in dem sich je drei entsprechende 

Flächen der projectivi sehen Büschel (P^^j^^i) » (^88 »"^84^ '(-'48» ^44) "W^^^eiden. 
In ähnlicher Weise erzeugen die drei projectivischen Netze 

(-^11 » ^is » ^14) » ("^31 » -^88 * -^^34) > (^4i » -^48 » -^14) 

eine Fläche 9^ der dv-ten Ordnung, welche von der Fläche P in einer 
Curve 3v>.ter Ordnung berührt wird, die auf der dnrcli die Büschel (PisyPn)t 

(^84^^44) o^ß^ ^'® Büschel (Pzi , P^i) , (P^i f P^) erzeugten Fläche liegt 
und der Ort eines Punctes ist, der je drei entsprechenden Flächen der projec- 
tivischen Büschel (Pj3 , P,^) , (P33 , Pj^) , (P^3 , P44) gemeinschaftlich ist. 

Endlich erzeugen die drei projectivischen Netze: 

(^21 > Pqb > "24) » ("^81 » -^88 » 84/ » ('Ml ' "MS » "SM/ 

oder, was dasselbe sagen will (154), die drei projectivischen Netze: 

(^12 » ^iH » ^14) ' ("'m » •'^as » ^84) * ("^41 » -MS » "44) 

eine Fläche ^^^ ^^^^ $^1 <^er Si^-ten Ordnung, welche von der Fläche 9 in 
den beiden obenerwähnten Cnrven Sp^-ter Ordnung geschnitten wird. Daraus 
folgt, dass die gemeinschaftlichen Puncte dieser beiden Cnrven, also die 
4v< PuDCte, durch welche (124) je vier entsprechende Flächen der projecti- 
vischen Büschel 

(^18 » M4) » (P23 » *24) > ("NM » 84) ' (*43 ' *44/ 

hindurchgehen, so beschaffen sind, dass in jedem derselben die Flache P 
alle drei Flächen ^^ , (£^ , 9^^ berührt. 

Die Flächen $jj , 9^^ bestimmen ein zu dem Büschel (P^^ , P^^) pro- 
jectivisches Büschel. Ist P^p eine beliebige Fläche dieses letztem Büschels 
und sind P^^ , P^^ , P^^ die entsprechenden Flächen der Büschel {P^ , Pjj), 
(P22 , Pgj) , (Pj2 > "^ii)' ^o entsteht die entsprechende Fläche 9ip des Büschels 
(^11 > ^13) ^urch die projectivischen Netze 

\P$p 9 Pgg > P24) ' (^8jO * -^88 ' *H^ * \^ip ' ^4» ' -^44) • 

Die Flächen $^1 > ^99 bestimmen ein anderes demselben vorgenannten 

Büschel (P42 , P^^) projectivisches Büschel. Die Fläche 9^p des Büschels 

($21 '^22)' "welche P^p entspricht, entsteht durch die drei projectivischen 

Netze 

Die beiden Flächen (Sjp , 9^p der 3v-ten Ordnung gehein gleichzeitig ilurch 
die Curve der 3v2-ten Ordnung, die durch die Büschel (P^,, P^J , (P33 , P^ 
erzeugt wird, und auf der Fläche P liegt, und schneiden sich also ausserdem 
noch in einer Curve Gt'^-ter Ordnung, Ort eines Punctes (129), der je vier 
entsprechenden Flächen der vier projectivischen Netze 
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i^lp 9 «^13 * Mi) f (^2P » ^K ' ^24) ' (^3p * ^38 » ^^ » (^4p * ^^3 » -^44) 

angehört. Diese Carve liegt auch auf der Fläche D , weil diese vier Netze 
in den gegebenen Systemen sich entsprechen, und die beiden projecti vischen 
Büschel {9ii y $„) I ($31 , $2s) ^^^^S^^ ^^^ einen Ort , der aus der Fläche 
P Sv.ter Ordnung and der Fläche D der 4>'-ten Ordnung zusammengesetzt ist 

Die Doppelpnncte des zusammengesetzten Ortes sind also (151) die 
Durchsehnittspuncte der drei Flachen 9^^ , $23 ' ^12 * ^'^^^ ^^^^ Flächen be- 
sitzen aber 4vS Bertthrungspuncte, welche 4.4vS Durchschnittspuncten gleich- 
gelten, und also ist die Zahl der Doppelpunote gleich 

■ 

(3w)8-4.4»'» = lli'9 . 

Nun sind die Doppelpuncte von P die vS Durchsehnittspuncte der Flächen 
P33 , Pj^ , P,^ und folglich hat die Fläche D eine Zahl von lOv» Doppel- 
puncten, die auf allen zu ^n y 9^ , 9^2 Analogen Flächen liegen. 

Da die Fläche D zugleich mit P vermittelst zweier projectivischer Büschel 
entsteht, welche einen symmetrischen Gomplex bilden, so wird sie von den 
Flächen 9^^ , 9^ und allen ähnlichen längs ebensovielen Charakteristiken 
6v^-ter Ordnung berührt, und die Berübrungspuncte zweier Flächen 9iii9^ 
liegen beide auf eis und derselben Fläche <B^^ . 

Man kann ausserdem D dU dm Ort der Doppelpuncte der Flächen 
^11 ' ^22 ' ' * ' ^fif^^' ^^0 Doppelpuncte von ^^ sind nämlich (152) die- 
jenigen, welche einer unbegrenzten Zahl von Flächen gemein sind, z. B. die- 
jenigen, welohe durch die Paare von projeotivischen Flächenbüscheln 

^) (-^88 » ^9^ * (^43 ' ^44) ' 

P) (-^82 » "NW )» (M2 > ^^48) ' 

") (^22.^24)' (^42'^44)^ 

*) (P22»'^28)» (-^42 »-^43) 

erzeugt werden, mit Ausnahme der gemeinschaftlichen Puncto der Flächen 

■^42 » "^48 » '^^44* ^®* •^^^ ^ ^^^^^ dieser Doppelpuncte, so gehen durch jr zwei 
entsprechende Flächen A^ , A^ der Büschel ^), zwei entsprechende Flächen 
B^ , B^ der Büschel />), zwei entsprechende Flächen C^ , C^ der Büschel <r) 
und zwei entsprechende Flächen B^ , B^ der Büschel x). Die Büschel der 
Colonne rechts sind in ein und demselben Netze (P^ , P^^ , P^^ enthalten, 
und die Flächen eines Netzes, welche durch ein und denselben Punct Xf der 
kein Basispunct des Netzes ist, gehen, bilden ein Büschel; folglich gehören 
die Flächen A^^ B^j C^ demselben Büschel an, das in dem vierten gegebe- 
nen Systeme enthalten ist. Den Büscheln, welche dem letztem im zweiten 
und dritten gegebenen Systeme entsprechen, gehören bezüglich die Flächen- 
paare (Bj, C^ ,(A^,B^ an; und der Punct jr, der allen diesen Flächen ge- 
mein ist, ist daher ein gemeinschaftlicher Basispunct drei entsprechender 
Netze in drei der gegebenen Systeme (dem zweiten, dritten und vierten). Durch 
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X geht auch eine Fläche des Bttschels, welche jenen im ersten Systeme ent- 
spricht. Der Punct x liegt also in vier entsprechenden Flächen der Tier 
gegebenen Systeme und ist daher ein Punct des Ortes B ; w. z. b. w. 

156. Wir wollen zuletzt die Fläche D der /»v-ten Ordnung betrachten, 
die der Ort eines Punctes ist, durch den je fi entsprechende Flächen von fi 
linearen projectivischen Flächensystemen (/&— l)-ter Stufe und v-ter Ordnung 
hindurchgehen. Den Coroplex der ß Systeme setzen wir vorläufig als nicht 
symmetrisch voraus; dann erhalten wir durch die Flächen, welche diese 
Systeme individualisieren, die quadratische Matrix 

-* 11 » ^12 ' • • • * -^iM 

91 ' "*23 » • • • » *2fl 



• ... 



die fi Zeilen und fi Colonnen besitzt. Die Flächen derselben Zeile gehören 
demselben Systeme an, während die Flächen derselben Colonne sieb ent^ 
sprechen. 

Lassen wir in der Matrix die p-ie Zeile und ^-te Colonne ans, so er- 
halten wir einen niederen Complex aus ß—l niedem projectivischen Systemen 
(/4-2)-ter Stufe. Wir wollen durch D^^ die Fläche (jtt— l)v-ter Ordnung 
bezeichnen, die von ihnen erzeugt wird (144). 

Lässt man nur die ^-ie Colonne ans, so erhält man einen Complex von 

ß niedem projectivischen Systemen der (/£— 2)-ten Stufe; es sei hier Jc^ die 

ßüi—l) 
Curve der ^ ^ v»-ten Ordnung, die sie erzeugen (147), eine Curve, die 

offenbar auf D liegt und auf allen Flächen Bj^ , B^^ y • • • i T^ue- 

Lassen wir nur die p-te Zeile in derselben Matrix ans, so behalten wir 
/*— 1 projectivische Systeme (/*— l)-ter Stufe übrig. Es sei Ip die von ihnen 
erzeugte Curve (147) der Ordnung: 

Diese Curve liegt auf B und auf allen Flächen B^j , B^^ » • • • » B^^ . 

Vertauschen wir jetzt in der gegebenen Matrix die Zeilen mit den Co- 
lonnen, so dass wir die neue Matrix 

Mi'-'^ip •••»•^Aii 



Iß* ^%ßf ' * '* ßß 
erhalten, so stellt diese einen neuen Coroplex von At linearen projectivischanSyste- 
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men der (ß — ])-Uii Stufo du ^), Es sei Q. die Fläche A^-ter Ordnung, die diese 
Systeme erzengen, und man bezeichne durch 0^^ die Fläche der {ß—l)V'ien 
Ordnung, die ans der inrersen Matrix auf dieselbe Weise entsteht, wie D^^ 
ans der primitiyen Matrix erbalten wurde ; durch h^ , m^ aber die zu k^ , l^ 
analogen Curyen. 

Nimmt man an, es sei D^^ und dp^ eine einzige Flache, dann fällt 
auch die Curve k^ die den Flächen B^^ , "D^^ , . . , D^^ gemein ist, mit der 
Curve f»^ zusammen , die den Flächen d^j , d^, . . . , G^^ gemeinschaftlich 
angehört ; und in ähnlicher Weise fällt Ip mit hp zusammen. Folglich haben 
die Flächen D und d alle Curven Je und l gemein, und fallen daher in eine 
einzige Fläche zosammen , die von D^^ in zwei Curven k^ , h^ beide von 

der Ordnung — — 5- v« geschnitten wird. Die eine derselben Hegt auf allen 

Flächen B^^jBj^) • • • 1 die andere auf allen Flächen B^^^ , B^^j, , . . . Die 
angenommene Voraussetzung ist aber ^t ß^2 und a =: 3 bewiesen (152, 154) ; 
folglieh gilt sie allgemein. 

Lassen wir in der gegebenen Matrix die p-ie und <r-te Colonne ans, so 
erhalten wir ß niedere projectivisehe Systeme ()u— 3)-ter Stufe, und die Zahl 
der von ihnen erzeugten Punete ist (149) 

/i(/i-l)(^~2) 
1.2.3 '' • 

Diese Puncte sind offenbar hp und k^ gemein, und daher wird in diesen 
Functen die Fläche B von der Fläche J^p^ berührt. 

157. Es sei jetzt der durch die gegebene Matrix dargestellte Complex 
symmetrisch , das heisst es sei P«^ = P^p , und daher auch B^^ ~ D^p , 
hp^kp. Jetzt fallen die beiden Curven, in denen die Fläche B/,« die 
Fläche B schneidet, in eine einzige Curve zusammen, das heisst "Dpp berührt 

B längs einer Curve kp der —: — ö"**^-*©" Ordnung, die allen Flächen Bjo, 

T)^p , • • • > T^up gemein ist, und folglich schneidet B^^ die Fläclie B in zwei 
Curven kpjk^, welche die Berührnngscnrven (Charakteristiken) zwischen B 
und "Dpp und B^^ sind. 

Die beiden Flächen Dpp , B^^ schneiden sich ausser in der Curve kp, 
die sie mit B gemein haben, in einer andern Curve von der Ordnung 

j — ö — *'^ die durch die ß—l niedern projectivischen Systemen (At— 3)-ter 

Stufe erzeugt wird, die man erhält, wenn man in der gegebenen Matrix 
die />-te Zeile und die yo-te und <r-te Colonne weglässt. Diese Curve liegt 
offenbar auch auf der Fläche X der (A-'2)v.ten Ordnung, die von den ß—2 
niedern projectivischen Systemen (/*— 8)-ter Stufe erzeugt wird, welche da- 



1) In Betreff der Bestimmung des projectivischen Entsprechens der neuen Sy» 
Sterne sehe man den Schlass der No. 154« 
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duroh entstehen, dass man die /»-te und ^-te Zeile und die /»-te und ^-te 
Colonne in der vorgelegten Matrix aualäast 

Dieselbe Eigenschaft lässt sich für jedes Paar entsprechender Flädiea 
der Büschel (Opp i B/><|) > {^trp f ^^ nachweisen, die projectiTisch sind, da 
sie (155) beide dem Büschel (Pfj^y , ^fip) projectivisch sind. Die beiden 
vorgenannten Büschel erzeugen also einen aus den beiden Flächen Z nnd D 
zusammengesetzten Ort. Da dieselben beiden Büschel einen symmetrischen 
Complex bilden, so sind (151) die Doppelpuncte des zusammengesetsten 
Ortes die gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der drei Flächen B^^, 

Nun ist X dasselbe in Bezug auf die beiden Flächen I)^^,B^^, wu 
diese in Bezug auf D sind : folglich berührt X die "D^o , B^^ längs zweier 

Curven jede von der Ordnung — z — 5 — v«, die man durch die Compleze 

der niedem Systeme erzeugen kann, welche man ans der gegebenen Matrix 
erhält, wenn man in beiden die p-ie und <T-te Zeile und bezfiglieh die /9-te 
und ^-te Colonne auslässt. Die nämlichen beiden Curven bilden aach den 
Durchschnitt zwischen X und B^^ wie man beweisen kann, indem man auf 
diese beiden Flächen das Raisonnement anwendet, das man oben (156) bei 
den Flächen B^^ und B benutzt hat. Die drei Flächen B^^, B^^,B^^ 
werden daher von ein und derselben Flache X berührt, und berühren sich 
daher selbst untereinander in den 

1.2.3 

gemeinschaftlichen Functen der obigen beiden Curven, das heisst, in den 
Puncten, die durch die niedem Systeme erzeugt werden, welche die vorge- 
legte Matrix liefert, wenn man die p-te und ^-te Zeile auslässt. Jeder dieser 
Berührungspuncte zählt für vier Durchschnittspuncte, und folglich ist die 
gemeinschaftliche Zahl der Doppelpuncte von B und X gleich 

[(,-.,-..»fcza^)]..,M^)^+ .>-yy).-u , 

Wir haben somit den Satz : Die durch fi lineare projectivisdie Syateime (Af 1)- 

ter Stufe und y-ter Ordnung, die einen eymmetriecken Complex bilden^ erzeugte 

^ uita — 1) 

Fläche B hat \% q^ » DoppelpuncU *). 

Wie im Falle yu = 3 oder Ae = 4 (152, 155) würde man noch beweisen 
können, daes B auch der Ort der Doppelpuncte der zu B^^ analogen Flächen ist. 



1) Salmon, a. o. 0, S. 496« 



157—158] EigeMeht^m der ear^ugierim Kemßächen, ]37 



CAPITEL X, 

EIGENSCHAFTEN DER CONJUGIERTEN 

KERNFLÄCHEN. 

158. Wir kehren za der BetrAchtODg der FondameotaJfläcbe F^, der v-ten 
Ordnung sarück, die wir als ganz allgemein , also ohne vielfache Pancto 
voraussetzen. Wir haben gesehen (88), dass die ersten Folarfläehen aller 
Puncto des Baumes ein lineares System im engem Sinne der (v — l)-ten Ord- 
nung bilden. Die Jacobiana dieses Systems, das heisst der Ort der Doppel- 
puncte der ersten Folarflachen, oder auch (90) der Ort der Puncto, deren 
Qnadripolarflächen Kegel sind, ist (139) eine Fläche der 4(v— 2)-ten Ord- 
nung. Man nennt diese Fläche die Heasiana oder, die Ken^iäche der Fun- 
damentalflache. 

Es seien P^ , P^ , P, , P^ die ersten Polarflächen vier beliebiger Puncto 
«pa^aQ,«^, die nicht in derselben Ebene liegen; man kann dann (189) 
die Hessiana als Jacobiana dieser vier Flächen (v^l).ter Ordnung ansehen 
Die ersten Polarflächen aller Puncte des Baumes in Bezug auf diese vier 
Flächen bilden nun (83) einen symmetrischen Oomplex aus vier linearen pro- 
jectivisohen Systemen dritter Stufe und (v^2)-ter Ordnung. Man hat da- 
durch den Satz: 

Die HeMiana heaüei 10(v^2)> Doppelpunde, die auf eSner unbsgrensOen 
ZM von Flächen 3(»'— 2)-/«r Ordnung (^„ , $12 , . . Hegen, 

Wir bezeichnen durch P^^ die zweite gemischte Polarfläche der beiden 
Puncte ap,a^ und bedienen uns im Uebrigen der schon oben (155) ange- 
wendeten Symbole. Man sieht dann sogleich, daas 9^ der Ort der Pole 
der Ebene tL^t^H^ ist in Bezug auf die ersten Polarflächen der Puncte der 
Ebene UjOga^ (128), und auch der Ort der Pole der Ebene a^a^a^ in Bezug 
auf die ersten Polarflächen der Puncte der Ebene üjü^a^. Wenn aber (83) 
die Ebene ajAga^ die (v— 2)-te Polarfläche eines Punctes x ist in Bezug auf 
die erste Polarfläche eines Pnnctes a^ der Ebene a^ci^n^ so ist dieselbe 
Ebene a^Oja^ auch die erste Polarfläche von a^ in Bezug auf die (>^— 2)-te 
Polarfläche von x, das heisst, a^a^a^ ist die Polarebene von a^ in Bezug auf 
die Quadripolarfläcbe von jr. $12 ist also der Ort eines Punctes x, für den die 
Ebenen ci^a^a^, 020504 in Bezug auf die Quadripolarßäche von x conjugiert 
sind 1). 

Man hat den speciellen Fall: (Sn ist der Ort der Pole der Ebene 



1) Der Schnitt Ton $jj durch eine der Ebenen cl^^ü^ , 028304 ist offenbar der 
Ort der Bertthrnngspunete der einen Ebene mit den ersten Polüfl&chen der Puncte 
der uidem« 
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o^Oja^ m Bezug auf die ersten Polarßächen der Punde dereelöen Ebene und 
auch der Ort eines Pwictes, dessen Quadripolarflädie die Ebene 0^030^ be- 
rührt; 9^ wird die nämliche Bedeutuog in Bezog auf die Ebene a|0,a^ 
haben. Wir nennen die FlSchen 9^ , 9^ gemeine Polarflächen der reapectiTen 
Ebenen ü^^\f ^i<%^4 ^°^ ^^^ Fläche 9^^ die gemt8€^ Polarftädhe der- 
selben beiden Ebenen. Wir haben so (155) den Satz: 

Die Hessiana wird von der gemeinen Polarfl^äche einer beliebigen Ebene 
längs einer Raumcuree 6(v*-2)3-;er Ordnung berührt, welche der Ort der Doppel- 
puncte der ersten Polarflächen ist, deren Pole in der gegebenen Ebene liegen. 
Die beiden BerUhrungseurven der Hessiana mit den gemeinen Polarfläehen 
zwei beliebiger Ebenen liegen beide auf der gemischten Polarfläßhe dieser beiden 
Ebenen, Alle gemeinen und gemisteten Polarfiächen und folglich auch alle der- 
artigen Raumcurven 6(v— 2)3-/«r Ordnung gehen durch die 10(v— 2)* Doppel^ 
puncte der Hessiana, 

159. Die gemeine Polarfläche $ einer beliebigen Ebene «1(12^3 ^^^ 
4(v— 2)3 Doppelpuncte (152), die auf einer unbegrenzten Zahl von Flächen 
gCv— 2)-ter Ordnung (P^j , Pj, , . . .) liegen. Sind üp , a^ zwei auf einer gege- 
benen Geraden fixierte Puncte, und ist a^ ein auf emer andern Geraden g 
beweglicher Punct, so bilden die Flächen Pp^^P^ zwei projeeüvische 
Büschel, die eine FläcJiC P der 2(v— 2)-(6» Ordnung erzeugen^ toelcke der Ort 
der Polarcurven (y-2y^ter Ordnung der Geraden apü^ in Bezug auf die 
ersten Polarflächen der Puncte von g ist (86). Wenn aber (84) die ersten Polar- 
flächen Yon ap, a^ in Bezug auf die erste Polarfläche von a^ durch einen 
Punct Ojj gehen, so geht umgekehrt die erste Polarfläche von cr^ in Bezog 
auf die (v--2)-te Polarfläche von a„ durch a^^a^., das heisst, die Polar- 
ebene Yon Of in Bezug auf die Quadripolarfläche von tu geht durch die 
Gerade a^a^ P ist daher der Ort eines Punctes a^, für den die in Bezug 
auf die Quadripolarfläche von a^ Conjugierte von g durch die Gerade tipü^ 
gesch7iitten wird. In dieser Definition kann man offenbar die Geraden a^o^ 
und g mit einander vertauschen, und P ist also auch der Ort der Polar- 
curven von g in Bezug auf die ersten Polarflächen der J'uncte von üpü^ Nach 
dem Vorhergehenden schneidet die Flache Pp^ die Fläche P in zwei Curven 
(v— 2)3-ter Ordnung deren eine die Polarcurve der Geraden a^a^ in Bezug 
auf die erste Polarfläche des Punctes a^ von g, und die andere die Polar- 
curve von g in Bezug auf die erste Polarfläche des Punctes üp der Geraden 
üptiff ist. Die (^—2)3 gemeinschaftlichen Puncto dieser beiden Curven sind 
aber ebensoyiele Berlihrungspuncte zwischen Pp^ und P, und P ist daher 
auch die einhüllende Fläche der zweiten gemiscMen Polarfläche zweier beweg- 
licher Pole, eines auf g, des anderen auf a^a^ Wir nennen diese Fläche P 
die gemischte Polarfläche der Geraden g und a^a^ 

Für die Fläche $ sieht man leicht, dass die P^, die gemischte Polar- 
fläche der Geraden 010^,0^03 ^^* ^u ^^^ ebenso die nämliche Bedeutung 
in Bezug auf zwei zusammenfallende Geraden, das heisst, P|^ ist der Ort 
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der Poky deren Q»<idripvlairflächen die Gertkde ü^ü^ berühren, u. s. w. Wir 
nennen diesen Ort die gemeine Polarßäche der Geraden o^^s* -^^ Allem 
erhält man schlieeslicb (152): 

Die gemeine Pokur/iäche einer gegebenen Ebene wird von der gemeinen 
Poiarfläche einer beliebigen in dieser Ebene gelegenen Geraden länge einer 
Raumatrve 3(v— 2)^-^ Ordnung berühri, die der OH der Pole der Ebene in 
Bezug auf die ersten Pcilairßäcken der Punete der Geraden ist^ Die beiden 
Berührungscurven zwischen der Polarfläthe der Ebene und den gemeinen Po- 
larßächen zweier Geradtn, die in dieser Ebene gezogen sind, Hegen a»$f der 
gemischten Polarfläxhs der beiden Geraden. Alle jene gemeinen und gemischien 
Polarflächen der Geraden der Ebene, und folglich aoßk alle obigen Raumcurven 
3(v— 2)3-^ Ordnung gehen durch die 4(v— 2)> Doppelpuncte der Polarfiäche 
der gegebenen Ebene. 

160. Die Fläche P^^ zweite gemischte Polarfläche der Pnncte a^ , a^. 
läset selbst wieder eine Definition zn, die derjenigen für die Fläehen 9^2 
und Fj, analog ist. Geht nämlich die erste Polarfläche von a^ in Besag 
auf die erste Polarfläche von a^ durch einen Pnnot a^ so geht umgekehrt 
(84) die erste Polarfläche von a^ in Bezug auf die (i^— 2)*te Polarfläche von 
0^ durch tkp, das heisst, die Polarebene von a^ in Bezug auf die Qnadri- 
polarfläche von a^ geht durch 6^. P^^ ist aleo der Ort eines Punctes a^, 
für den die Punete tipi^^ in Bezug auf die Quadripolarßäche von a( con- 
jugiert sind. Fallen die Punete o^ , a^ zusammen , so kommt man auf die 
Erklärung von Ppp zurück (gemeine zweite Polarßäche des Punctes Hp). 

161. Die gemeine Polarfläche P einer beHebigeu Geraden a^a^ hat 
(v — 2)^ Doppelpuiftcte (151), die in einer unbegrenzten ZAhl von Flächen 
(v*2)-ter Ordnung (P^^ > ^13 > • • •) liegen. Man wird so auf folgenden Satz 
geführt: 

Die gemeine Polarßäche einer gegebenen Geraden unrd von der »weiten 
gemeinen Polatßäche eines beliebigen Punctee dieser Geraden längs einer Raum' 
curve (v—^P'ter Ordnung berührt, welche die Polarcurve der Geraden in Be- 
zug auf die erste Polarßäche dee Punctes ist. Die beiden Berühruagseurven 
zwischen der Polarßäche der Geraden und den zweiten gemeinen Polarßäch^n 
zweier beliebiger Punete der nämlichen Geraden liegen auf der zweiten gemischten 
Polaeßäohe beider Punete. Alle jene gemeinen und gemischten Polarßächen 
der Punete der Geraden, und folgUth auch alle obigen Ourven 0^-2)^ »ter Ord- 
fwng gehen durch die (v— 2)» Doppelpuncte der PoUxrfläßhe der gegebenen 
Geraden. 

162. Aus dem Vorhergehenden (159, 161) folgert man: Die gemeine 
Pdofßäche einer Ebene ist die einhüllende Fläche der gemeinen Polarfläo^en 
der Geraden in dieser Ebene, und: Die gemeine PeUairfläche einer Geraden ist 
die einhüllende FUUAe der gemeinen zweiten Polarßächen der Punete dieser 



140 Zumter Th$a. [Cap. X. 

Geraden, Man kann noch hiazufttgen (152, 155). Die gemeinen und gemischten 
Pdatflädten zweier Geraden, die in derselben Ebene Uegen, toerien von der 
zweiten gemeinen Polarfläthe des Durchschnittspunetes dieser Geraden in den 
nämUoken (i^—2)^ Puneten berührt, (Es folgt daraus noch, dass die gemeine 
Potar/UUshe einer Ebene aucA die einhüllende Fläche der gemeinen zweiten Po- 
larfiäohen der Puncte der Ebene ist) ; und : die gemeinen und gemischten Polar-* 
flächen zweier Ebenen werden Ton der gemeinen Polarfläche der gemeinschaft- 
lichen Geraden beider Ebenen in denselben 4(v — 2)> Pnncten berfihrt Aus- 
serdem auch noch (158): Die Raumcurve d(M— 2)0-ter Ordnung, Ort der 
Pole einer gegebenen Ebene in Bezug auf die ersten PolarflSchen der Puncte 
einer gegebenen Geraden, liegt auf der gemischten Polarfläche dieser Ebene 
und einer beliebigen andern Ebene, welche durch die gegebene Gerade geht, 
und ebenso auf der gemischten Polarfläche dieser Geraden und einer andern 
beliebigen Geraden, die in der gegebenen Ebene liegt. U. s. w. ; u. s. w. 

163. Die ersten Polarflächen der Puncte einer beliebigen Geraden bilden 
ein Büschel, welches 4(v— 2)^ Flächen enthält« die einen Doppelpunct besitzen 
(125). Folglich der SaU: 

Der Ort der Pole, deren erste Poiarfiächen einen Doppelpunct haben, ist 
eine Fläche A(v^2)^-ten Ordnung, 

Man nennt sie cof^fugierte Kerr^ehe oder Steineriana» 

Wir können sagen (90), die Hessiana ist der Ort der Puncte, deren 
Ostadripolasfiächm Kegel sind, und die Steineriana ist der Ort der Scheitel 
dieser Kegel. 

Die Hessiana und die Steineriana entsprechen sich Punct für Punct, Ist 
ein Doppelpunct der ersten Polarfläche eines Punctes o', das heisst, ist o 
der Pol eines Quadrikegels mit dem Seheitel o', so sind die Puncte 0, 0' 
zwd entsprechende Puncte der Hessiana und Steineriana. 

164. Die Hessiana ist auch der Ort der BerüArungspuncte zwischen den 
ersten Polarßächen (IdS). Es seien a, 0* zwei entsprechende Puncte der 
beiden conjugierten Kemflächen, dann bestimmt die erste Polarfläche von 0' 
in Gemeinschaft mit einer andern ersten Polarfläche, die durch geht, ein 
Flächenbtischel, dessen Flächen in von derselben Ebene E berührt werden. 
Jeder Punct p, der dieser Ebene und der Polarebene von gemein ist, 
besitzt eine zweite Polarfläche, die durch geht *— die Gerade ^0 ist in 
der That Tangente der ersten Polarfläche von f» in 0. — Nun besitzt der 
Punct 0* aber selbst diese Eigenschaft, also Hegt 0' auf dem Durchschnitt 
der Ebene E mit der Polarebene von 0, das heisst, die Ebene E geht stets 
durch die Gerade 00'. 



165. Es seien 0,0^ zwei unendlich nahe Puncte der Hessiana; 0^0'| 
die ihnen entsprechenden Puncto der Steineriana. Sobald die ersten Polar- 
flächen von 0', 0', unmittelbar aufeinander folgen und je einen Doppelpunct 
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0,0^ besitzen, ge^t ihre DurchMhnitticiirVe dnrch c, und folglich liniss die 
PolArebene von durch o'0'i gehen > welche Gerade die Bteinerian« in 0' 
berührt Dies ist stete richtig, was anch die Richtung dieser Tangente i6t> 
tind folglich üt tUe Polateiene e(nei ISrndes der Hudana Tangmtialebmu 
der Steinertana im enteprechenden Ptmcte^ 

Man leitet hierana ab, daas die Sieinaiana ekte Flädie von der 4(v-^1)^k-^2)* 
ten Ckuse m<, denn diea ist die Zahl der DarohsofanittspaBCte der Hesslana 
mit der Polarcnrve einer beliebigen Geraden, 

166. Die Pole einer Ebene in Bezug auf die Fundamentalfläche sind 
(87) die (v—l)* Durchschnittspuncte der ersten Polaräächen dreier Puncte 
a, h, t dieser Ebene. Es sei a ein Punct der Steineriana, und abc die 
Tangentialebene dieser Fläche in a; in diesem Falle besitzt die erste Polar* 
fläche von a einen Doppelpunct a', und die ersten Polarflächen von b und c 
gehen durch a'. Daraus folgt der Satz : Die Tangentialebene der Steinenaiut 
hat in einem ihrer Puncte zwei mit dem correepondierenden Puncte der Heseiana 
äueammenfallende Pole, * 

167. Ein Doppelpunct m der Hessiana liegt auf der gemischten Polar- 
fläche zweier beliebiger Ebenen (158), das heisst, es gibt auf einer beliebigen 
Ebene einen solchen Punct, dass die Polarebene von w in Bezng auf die 
erste Polarfläche dieses Punctes unbestimmt ist, oder anders ansgedrfickt: 
es gibt in einer beliebigen Ebene einen Punct, dessen erste Polarfläche in m 
einen Doppelpunct hat. Folglich ist w ein Doppelpunct einer unbegrenzten 
Zahl erster Polarflächen, deren Pole, die natürlich der Steineriana angehören, 
(163) in gerader Linie liegen, denn es gibt einen solchen Pol in jeder belie- 
bigen Ebene. Dem Puncte v$ enieprieht aleo Huf der Steineriana anstatt eines 
emzigen Punctes eine Gerade, von der daher jeder Pnnct fOr die Qnadripolar- 
fläche von m ein Doppelpunct ist. Das heisst: Die Quadrqfolaa^/lä^ von 9 
iet ein Mbenenpaar, teelchee durch diese Gerade geht^ und die Polarebene von 
m berührt die Steineriana länge dieser ganzen Geraden. 

Man hftt folglich den Sato: 

Die Stekimana enthält 10(^-'2)> Geradef die einzeln den Doppelpitncten 
der Heesiana enteprechen, 

168. Zwei bezüglich auf der Hessiana und Steineriana gelegene Curven 
kann man entsprediend nennen, sobald die eine der Ort der entsprechenden 
PttBOte der Puncte der andern ist. So sind zmn Beispiel die ebene Ourve 
4(>''^2)9-ter Ordnung, in der die Steineriana darch eine beliebige Ebene -i? 
geeehnttten wird, und die Banmonrve 6(i'*-2)9-ter Ordnung, längs deren die 
Hessiana von der gemeinen Polarfläche von E berührt wird (158), zwei ent- 
sprechende Curven , weil die zweite Curve der Ort der Doppelpuncte der 
ersten Polarflächen der I^nncte von ^'ist. 

Man kann auch sehr leicht die Curve bestimmen, welche der Durch- 
schnittscurve der Hessiana mit einer beliebigen Fläche /S^ der M-ten Ordnung. 
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entspricht Es sei £ die einhüllende FlSehe der Polarebenen der Ptmcte 
von /S^, eine Fläche , die anch der Ort der Pancte ist, deren erste Polar- 
flächen aS^ berühren (94). Ist ü ein gemeinschaftlicher Panot von S^^ 
und der Hessiana, so berührt die Polarebene von g gleichzeitig E und die 
Steineriana im entsprechenden Puncto e* (166). Nun berührt die erste Polar- 
fläche Ton c'f da sie in o einen Doppelpunet heBvtxt, S„ in diesem Puncto; 
o' gehört also auch K an, und folglich haben die Steineriana und die Fläche 
K einen Berührungspunct in a. K berührt daher die Steineriana länge der 
Curve, welche der DurchschrdUecurve der Hessiana mit iSL enispricht i). 

Die Puncto, in denen diese Berührnngscurve von einer beliebigen Ebene 
geschnitten wird, entsprechen den gemeinschaftlichen Puncten von S^ und 
einer Cnrve 6(v— 2)»-ter Ordnung. Die Ordnung der Bertihrungscurve ist 
daher 6;t(v— 2)«. 

Man kann auch nach der Ordnung von K fragen. Die PunctOi in denen 
diese Fläche von einer beliebigen Geraden getroffen wird, sind die Pole eben- 
sovieler Flächen eines Ißüschels, welche S^ berühren; folglich (137) ist K 
von der Ordnung 

/Ei[3(v-2)2+0M-l)a + 2(*'-3)0u-l)] . 

Ist A s= 1, so ist £, Ort eines Punctes, dessen erste Polarfläche eine gege- 
bene Ebene berührt, von der Ordnung 8(v— 2)*, wie man schon früher (94) 
gefunden hat. 

169. Wir haben oben (69) gesehen, dass die Quadripolarfläche eines para- 
bolischen Punctes der Fundaraentalfläche ein Kegel ist. Umgekehrt ist es 
klar, dass jeder Punct der Fundamentalfläche, dessen Quadripolarfläche ein 
Kegel ist, der aber seinen Scheitel nicht im Pole haben darf, da man sonst 
einen Doppelpunet hätte, ein paraboHscher Punct sein muss. Folglich iet 
der Ort der parabolischen Punete diejenige HoMmcurve 4v(v— 2)-<er Ordnung y 
welche den Durchschnitt der Fundamentalfläehe mit der Hessiana dcarstelU. 
Diese Curve theilt natürlich die Fläche Fy in zwei Regionen, deren eine die 
hyperbolischen Puncto, die andern die elliptischen Puncto enthält. (85. An- 
merkung >)). Das heisst, die Tangentialebene eines Punctes der $*undamental- 
fläche Fy schneidet diese in einer Curve, für die der Berührungspunct ein 
Knotenpunct oder ein isolierter Punct ist, jenachdem derselbe der ersten oder 
zweiten Region angehört. 

170. Eine Tangentialebene von Fp ist stationär, wenn der Berührung^-* 
punct parabolisch ist Nun trifft die erate Polarfläche eines beliebigen Punctes 
des Raumes die parabolische Curve in 4v(v*— lX>''-*2) Puncten ; die Zahl ^ttckt 



1) Das n&mliohe Baisonnement zeigt, dass auch die deTeloppable Polarfl&che 
einer Geraden die Steineriana in den entsprechenden Puncten der Durchschnitts- 
pnncte der Hessiana mit dieser Geraden berührt. Dieselbe Eigenschaft gilt für eine 
beliebige Cnrre. 
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aUo aoB, wienel stationäre Ebenen doreh den beliebigen Punct gehen , -wie 
man sohon anderweitig geftmden (67). 

171. Man setze jetst voraus, die Fimdamentalfläche F^, enthalte eine 
Qerade a. Eine beliebig durch a gelegte Ebene sehneidet F^ in emer Gurre 
(v — l)-ter Ordnung; nnd eine Fläche (v— l).ter Ordnung, die man ebenfalls 
beliebig durch diese Curve legt, schneidet Fy nochmals in einer Raumcnrve 
c der (v— l)'-ten Ordnung, die man als Basis eines Bflschels (v— l).ter 
Ordnung nehmen kann« Eine beliebige Fläche S dieses Büschels schneidet 
Fy in einer ebenen Curve (v— l)-ter Ordnung, deren Ebene E durch die 
Gerade a geht, denn die letztere Curve muss die v— 1 Dnrchschnittspunct^ 
von iS und a enthalten. Man kann also Fy mit Hilfe zweier projectivischer 
Büschel erzeugen, eins das Büschel der Ebenen E durch a, das andere der 
Flächen S durch c. 

Jede Ebene E berührt F^, in v—i Fancten, nämlich in den Puncten, 
in denen a die E entsprechende Fläche aS' trifft, denn diese Puncto sind Hir die 
Schnittcurve von F^ und E Doppelpuncte. Man kann die Zahl der Ebene 
E verlangen, welche Fy ausserhalb der Geraden a berühren. Eine Ebene 
E beliebig durch a gelegt berührt d(v— 2)s Flächen S', denn diese bilden 
em Büschel, denen ebensoviel Ebenen E* entsprechen. Umgekehrt ist die 
einer beliebigen Ebene E* entsprechende Fläche *S" von der Classe (v— l)(y— 2)« 
nnd wird also von ebensovieien Geraden E berührt. Es geschieht also 
8(v— .2)»+(i'— IXi'— 2)» mal, das zwei Ebenen J?und E* zusammenfallen; das 
heisst, €$ gilft (i'+2Xi'---2)* Ebenen E, deren jede Fy in einer Curve {y—\)-ier 
Ordnung mit einem Doppelpuncte schneidet. 

In dem Büschel der Flächen S gibt es 2(y^2), welche a berühren. Die 
BerQhrungspunete sind die Doppelpuncte der Involution (v— l)-ten Gerades, die 
durch die Flächen S auf a erzeugt wird, oder, was dasselbe ist, durch die 
Curven (i'— l)-ter Ordnung^ die den Durchschnitt von Fy mit den Ebenen E 
bilden. Diese 2(v— 2) Puncto sind die einzigen parabolischen Puncte, die 
sich auf a befinden; denn, ist ein Punct von a parabolisch, so muss die 
Tangentialebene E von Fy in diesem Puncte letztere Fläche längs einer 
Curve {v — l)-ter Ordnung schneiden, die in obigem Puncte durch a berührt 
wird. Da aber andererseits die Hessiana von der 4(t'— 2)-ten Ordnung ist, 
so müssen die 2()^--2) genannten Puncto die 4(v->2) Durchschnittspuucte 
dieser Fläche mit der Geraden a repräsentieren. Daher der Satz: 

Jede Oetade, die auf der Fundamentalfläche Hegt^ berührt die Hessiana 
ib 2(>'— 2) Puncten und folglich auch die parahoUsche Curve. 

172. Was ist die Ordnung des Ortes der Paare osculierender Geraden 
der Fundamentalfläche in den Puncten der Durchschnittsenrve dieser Fläche 
mit einer andern Fläche tS^ der A-ten Ordnung? Erianem wir uns, dass 
die Osculierenden in einen Puncto von Fy den Dnrehsefanitt der Pokrebene 
mit der Quadripolarfläche dieses Pnnctes bilden (69). Es sei ^aher g eine 
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beliebige Gerade; x ein beliebiger Pnoct dieser Geraden. Wenn ebe Qaadri- 
polarflache durch jr geht, so ist der Ort des Poles die zweite Polaiflache 
von X, welche die Carve (fuf) in /ip(v^2) Puncten schneidet ; und die Polar- 
ebenen dieser Puncto treffen g in /w(t^— 2) Pancten x*» Umgekehrt haben 
die Polarebenen, die durch einen beliebigen Punet x* von g gehen, ihre Pole 
auf der ersten Polarfläche von x*, welche die Carye (/uv) in ß^ip—l) Puncten 
treffen, deren Quadripolarflächen 3/cu/(i'—- 1) Pnncte x auf g besümmen. Es 
gibt also auf g 

Pnncte, in denen ein Punct x mit einem Puncte x* zusammenfallt. Man 
erhält so den Satz: 

Der Ort der Osculierenden der FundamenUalfläche in den Puncten der 
Durchachnittectirve derselben mit einer andern Fläche Sn ßter Ordnung ist 
eine Fläche der ßtf(3v—4)-ten Ordnung, 

Für diese im Allgemeinen windschiefe Fläche ist die Curve (m^) doppelt, 
denn jeder Punct derselben ist der Durchschnitt zweier gradliniger Gene* 
ratrixen. Ist ß = l, so schneidet der fragliche Ort die Ebene VS in dem 
Schnitte der Fläche F^, durch S und in den 3v(v'2) stationären Tangenten 
dieser ebenen Gurre. 

Ist /tt = 4(v-2), 80 geht die Ordnung des Ortes in 4K>'— 2X8v— 4) über; 
ist aber ^S^ die Hessiana, so darf man nur die Hälfte di€user Zahl nehmen^ 
da in diesem Falle die Curye Qiv) die parabolische Curye ist. (169) , und 
folglich in jedem ihrer Puncte die beiden Osculiereiiden zusammenfallen. 

In demselben Falle ist der Ort eine Developpable, da die Tangential- 
ebene eines parabolischen Punctes von Fy stationär ist, das heisst, da sie 
als eine Bitangentialebene betrachtet werden muss, deren beide Berührungs- 
puncte unendlich nahe sind, und da zwei stationäre Ebenen^ die unmittelbar 
auf einander folgen, durch die Osculierende gehen (31). Daraus folgt: Der 
Ort der Osculierenden länge der paraboUschen Cwve fälU mit der einhüllen- 
den Fläche der stationären Ebenen zusammen ^) , deren Classe wir schon 
früher bestimmt haben (67). 

173. Man verlangt die der Fundamentayiäche längs der Durchschnitts^ 
curve v-ter Ordnung mü einer Ebene E umgeschriebene Developpable» 

Die erste Polarfläche eines beliebigen Punctes x des Baumes trifft die 
Curve (v) in v(y— 1) Puncten, also ist die Classe der Devehgpablen glwh K^~l). 

Wenn zwei dieser v(v— 1) Puncte zusammenfallen, so gehört der Ponct 



1) Diese Developpable ist der Steiiiericma längs der Curve von der Ordnung 
6^(^—2)* umgesehrie^en, welche der parabolischen Cur9)e entspricht (168). In der 
Thaty ist ein parabolischer Punct, so berfthrt die — hier stationftre — Polarebene 
von in diesem Pnncte die Fundamentalfl&cbe und im eorrespondiersnden Puncte 
die Sfteineriaaa (165). 
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t der Deyeloppablen an. 'Wieviel solcher Pancte gibt es nun auf einer 
beliebigen Geraden ^? Die ersten Polarflachen der Puncte von g bilden 
ein BOschel nnd schneiden also die Ebene ^in einem Carvenbüschel (f— l)-ter 
Ordnung in dem es v(3v— 5) Curven gibt ^)f welche die Curve (v) berühren, 
sobald man diese ohne vielfache Puncte voraussetzt. Hat diese Curve ^ 
Doppelpuncte und x Spitzen (das heisst, hat E 9 gewöhnliche und x stationäre 
Berührungen mit F^, so geht obige Zahl über in »'(3v-5)— (2<^+3»)«). Die»« 
2k0d drückt daher die Ordnung unsrer Developpablen aus. 

Gibt es unter den v(v— 1) Durchschnittspuncten der ersten Polarfläche 
von X mit der Curve (v) drei zusammenfallende Puncte, so liegt jr anf der 
Cuspidalcurve der Developpablen; hat dagegen die erste Polarfläche von x 
zwei Berührungen mit der Cürve (i^), so ist x ein Punct der Doppelcurve 
der Developpablen. Man kann daher nach der Zahl derartiger Puncte x ftuf 
einer beliebigen Ebene fragen. Die ersten Polarflächen der Pancte dieser 
Ebene schneiden E in eisern Curvennetze (i^— l)-ter Ordnung, in dem es 

6v{v— 2)~(6<J+8x) 

Carven gibt, welche die Curve (v) osculieren, nnd 

i[v(3v-5)— (2<^+8x)l«-Kn»'-21)+10^+y* ') 

Curven, welche die nämliche Curve in zwei getrennten Puncten berühren. 
Diese Zahlen drücken die Ordnung der Ouspidalcttrve und die Ordnung der 
Knotencurve der Developpablen aus, um die es sich handelt. 

174. Was ist der Ort eines Punctes, dessen Quadripclarfläcke in Bezug 
auf Fy dw(^ die Scheitel eines Tetraeders geht, das einer gegebenen Fläche 
S zweiter Ordnung eo^fugiert istf Seien a, Jb zwei beliebige Puncte des Raumes; 
e die Curve (v— 2)*-ter Ordnung, die der Durchschnitt der zweiten Polar- 
flächen von a, b ist, und folglich Ort der Pole der Quadripolarflächen, welche 
durch diese Puncte gehen ; a', b' die Puncte , in denen S die in Bezug auf 
S reciproke Gerade von ob schneidet. Die Quadripolarflächen die durch a 
und b gehen, bilden eine Reihe, von der (v— 2)^ durch einen dritten beliebig 
gegebenen Punct gehen. Es wird daher auch (v— 2)^ Quadriflächen dieser 
nämlichen Reihe geben, welche das Segment a'b' harmonisch theilen, das 
heisst, die Curve c trifft den gesuchten Ort in (v— 2)^ Puncten. Folglich ist 
dieser Ort eine Fläche von der Ordnung 

(v— 2)«:(i'— 2)« = v— 2 . 

Jeder Punct, der diesem Orte und der Hessiana gemein ist, ist dann 
der Pol eines Quadripolarkegels, der einem aS conjugierten Trieder umgesehrieben 
ist. Folglich hat man (168): Der OH der Scheitel der Quadrüeegelf uyelche 



1) EvsUkmg, Nr. 87. 
S) EttdeOung, Kr. 103. 
t) EwUeitung, Nr. 103. 
Cbbmoka, OlMrflIohM. ^0 
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den der gegebenen Quadrißäche cc^jugierten Triedem usngeeckrieben eind^ isi 
eine Maumcurve der 6(v — 2)^'ten Ordnung, 

175. Was ist der Ort eines Punctes, dessen Quadripolarßäche einem 
Tetraeder eingeschrieben ist, das einer gegebenen Fläche iS zweiter Ordnung 
conjugiert ist f Es seien A, B zwei beliebige Ebenen ; c die Curve 9(i^->2)*-ter 
Ordnung, die den Durchschnitt der gerne ineu Polarflächen der Ebenen A, B 
darstellt, und somit Ort der Pole der Quadripolarflacben, welche beide obigen 
Ebenen berühren; A'j B' die Tangentialebenen von S, welche durch die in Be- 
zug auf aS' reciproke Gerade von AB gelegt sind. Die Quadi-ipolarflächen, 
die A und B berühreu, bilden eine Reihe, von der je 27(v— 2)' eine beliebige 
dritte Ebene berühren; es gibt daher auch 2 7(v— 2)^ solcher Flächen, welche 
zu den Ebenen A', B' conjugiert sind. Die Curve c enthält also 27(^^2)^ 
Puncte des gesuchten Ortes, und dieser ist daher eine Fläche von der Ordnung: 

27(1'— 2)«:9(i'-2)» = S(P-2) . 

Liegt ein Scheitel jr des zu S conjngierten Tetraeders auf aS" selbst, so 
ist seine Gegenfläche die Tangentialebene dieser Fläche in jr, und von den 
drei übrigen Seitenflächen fallt eine mit derselben Tangentialebene zusammen, 
und die beiden übrigen sind zwei beliebige Ebenen, die man durch zwei 
conjngierte Tangenten von /S in jr gezogen hat. Ein solches Tetraeder kann 
man daher stets als einem Qaadrikegel vom Scheitel jr umgeschrieben ansehen. 
Ist folglich ^ ein gemeinschaftlicher Punot von S und der Hessiana, so gehört 
der Pol des Polarkegels vom Scheitel x dem Orte an, um den es sich handelt; 
das heisst: dieser Ort schneidet die Hessiana in der Chirve, welche der Durch- 
schniüscurve der Steineriana mit S entspricht. 

Wenn 8 das System zweier Ebenen ist, so wird der betrachtete Ort 
offenbar die gemischte Polarfläche dieser Ebenen (158). 

176. Wir suchen den Ort eines Fundes, dessen QuadripolaaUäd^ in 
Besfug auf die Fitndamentalßäche F^ durch die Scheitel eines Tetraeders geht, 
welches der Quadripolarßäche des nämlichen Functes in Bezug as^ die Hessiana 
conjugiert ist* 

Es sei g eine beliebige Gerade; % ein Punct auf g. Der Ort der Pole 
der Quadripolarflächen in Bezug auf JPy, die den Tetraedern umgeschrieben 
sind, welche der Quadripolarfläche des Functes x nach der Hessiana genommen 
conjugiert sind, schneidet die Gerade g in (v— 2) Puncten jr' (172). Soll 
umgekehrt eine Quadripolarfläche in Bezug auf die Hessiana einem Tetraeder 
conjugiert sein, das der Quadripolarfläche des Punctes jt' in Bezug auf F^ 
eingeschrieben ist, (das heisst, wenn die erste Quadrifläche einem der zweiten 
conjugierten Tetraeder eingeschrieben sein soll), so ist der Ort (175) eine 
Fläche von der Ordnung 3[4(»'— 2)— 2], welche g in ebensovielen Puncten 
X schneidet. Diese Gerade enthält also v— 2 + 12(v— 2)— 6 zusammenfallenden 
Puncte r, y, oder mit andern Worten, der gesuchte Ort ist eine Fläthe der 
(13v-32)-*^ Ordnung, 
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Betrachtet man die gemeinschaftlichen Puncte dieser Fläche und der 
Hessiana, so können wir weiter behaupten : Der Ort eines Functes der Hes- 
siana, dessen Polarkegel einem der Qnadripolarfläche des nämlichen Punctes 
conjugierten Trieder umgeschrieben ist, diese Fläche nach der Hessiana 
genommen, ist eine Raumcurve von der Ordnung 4(y— 2)(13v— 32). 

177. In ähnlicher Weise findet man den Satz: Der Ort eines Ptmcles, 
dessen Quadripolarßäche nach F^, einem Tetraeder eingeschrieben ist, das der 
Quadripolarfiäche des nämlichen Punctes in Bezug auf die Hessiana conjugiert 
ist, ist eine Fläche T der Ordnung 

4(v-2)— 2 + 3(v— 2) = 7v-16 . 

Diese Fläche schneidet die Hessiana in einer Curve, von der jeder Pnnct 
in Bezug auf Fy der Pol eines Quadrikegels ist, dessen Scheitel auf der 
Quadripolarfläche des nämlichen Punctes in Bezug auf die Hessiana liegt. 
Folglich ist der Ort eines Functes der Hessiana, dessen Quadripolarfläche nach 
der Hessiana genommen, durch den entsprecJtenden Punct der Steineriana geht, 
eine Raumcurve der 4(v— 2)(7v— 16)-^ Ordnung, die auf der Fläche T Hegt, 
Diese Curve geht zweimal durch die 10(v— 2)* Doppelpuncte der Hessiana, 
denn jeder Punct derselben hat eine unbegrenzte Zahl entsprechender Puncte 
in gerader Linie (167), welche die Quadripolarfläche dieses Punctes nach der 
Hessiana genommen zweimal schneidet. 

178. Was ist der Ort eines Functes, dessen Polarebene in Bezug auf die 
Hessiana die Quadripolarßäche des nämlichen Punctes in Bezug auf JPy 
berührt f Es sei g eine beliebige Gerade; x ein Punct auf g; X die Polar* 
ebene von x in Bezug auf die Hessiana. Die Quadri polarflächen nach F^, 
welche die Ebene X berühren, haben ihre Pole auf der gemeinen Polarfläche 
dieser Ebene (158), welche g in d(v>-2) Puncten jr' schneidet. Soll umge- 
kehrt eine Polarfläche durch x' geben, so ist die entsprechende Ebene Tan- 
gentialebene der Quadripolarfläche von x'- Nun liegen aber die Pole — nach 
der Hessiana genommen — der Tangentialebenen einer Quadrifläche auf einer 
Fläche der 2[4(v— 2) — l]-ten Ordnung (96), die g in ebensovielen Puncten jr 
schneidet. Die Gerade g enthält also 

3{v-2) + 8(v-2)-2 = llv-24 
zusammenfallende Puncte x,X*9 und der gesuchte Ort ist also eine Fläche 6 
der {\\v — %Aysten Ordnung. 

Ein Punct jr der Fläche T (177) ist der Scheitel eines der Quadripolar- 
fläche von X nach F^ genommen umgeschriebenen Tetraeders, das zugleich 
der Quadripolarfläche des nämlichen Punctes in Bezug auf die Hessiana con- 
jugiert ist, wenn nur der Punct x auf der reciproken Polarfläche der ersten 
Quadrifläche in Bezug auf die zweite liegt, in welchem Falle die Polarebene 
von Xy nach der Hessiana genommen, die Quadripolarfläche desselben Punctes 
für Fy berührt Das heisst, unter dieser Voraussetzung ist x auch ein Punct 

10* 
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von fB. Der Ort eines PuncUs also , der ein Scheitel eines Tetraeders ist, das 
bezüglich den Quadripolarfiät^en desselben Punctes nach Fy und nach der 
Hessiana genommen umgeschrieben und cot^fugiert ist, ist eine Jtaumcurve von 
der Ordnung (llv— 24X7^—16), du den DurchschniU der Flächen t^ und T 
bildet. 

179. Was ist der Ort eines Punctes, dessen Polarebene in Bezug auf 
die Hessiana einer gegebenen Ebene Ej^ in Bezug auf die Quadripolarßäche 
desselben Punctes conjugiert ist, letztere Fläche nach F^ genommen f lat x 
ein Punct einer Geraden g^ und X die Polarebene yon x in Bezug auf die 
Hessiana, so schneidet der Ort der Pole der Quadripolarflachen nach F^^ f&r 
welche E^ und X zwei conjugierte Ebenen sind, g in 3(v — 2) Puncten x' 
(152) ; umgekehrt, ist q der Pol der Ebene E^ in Bezug auf die Quadripolar- 
fläche eines Punctes x*, diese Flache nach der Fundamentalfläche genommen, 
so schneidet die erste Polarfläche von q in Bezug auf die Hessiana g in 
4(v— 2)— 1 Puncten jr. Die Gerade g enthält also 3(»'— 2) + 4(v— 2)-l zu- 
sammenfallende Puncte Xi X* , das heisst der gesuchte Ort ist eine Fläche S^ 
von der Ordnung 7v — 15. 

Ist X ein Punct der Hessiana, fQr dessen Polarkegel der Scheitel auf 
der gegebenen Ebene liegt oder auf der Polarebene von x in Bezug auf die 
Hessiana, so gehört dieser Punct x dem Orte S^ an, denn, da die durch den 
Scheitel gehende Ebene eine unbegrenzte Zahl Pole hat — auf der Polar- 
geraden der Ebene in Bezug auf den Kegel — , so ist sie für jede beliebige 
andere Ebene conjugiert. Der erste Fall hat statt für die Pole der Polar- 
kegel, deren Scheitel auf der Durch schnittscurve der Steineriana mit der 
Ebene E^ liegen ; folglich geht der Ort 8^ durch die Raumcurve 6(»'— 2)*-ter 
Ordnung, welche dem ebenen Schnitte Eji^ der Steineriana entspricht ^). 

Die zweite Voraussetzung tritt dagegen ein, wenn die Tang^tialebene 
der Hessiana in x durch den Scheitel jr' des Polarkegels geht. In diesem 
Falle gehört der Punct x offenbar auch der Fläche G an (178). Was also auch die 
Ebene E^ ist, stets geht der Ort S^ durch die gemeinschaftliche Curve von 
6 und der Hessiana ^). Diese Curve ist von der Ordnung 

4(v-2X7v-15)- 6(v-.2)« = 2(v-2Xl l v— 24) 
und diese Zahl ist die Hälfte des Productes aus den Ordnungszahlen der 



1) Der Ort S^ und die gemeine Polarfl&che der Ebene Eji^ schneidaa sieh nodi 
in einer andern RaumcurTe von der Ordnung 3(v— 2X5>' — 11)^ die offenbar der Ort 
eines Panctes ist, dessen Qnadripolarfl&che in Bezug auf Fy die Ebene E^ berflhrty 
und dessen Polarebene in Bezug anf die Hessiana durch den Bertthrung^pnnct geht. 

S) Jeder gemeinschaftliche Punct der Fl&ohe f^ und der Hessiana geh^^rt auch 
S an, denn sobald die Polarebene nach der Hessiana den Polarkegel beHihren 
muss, so geht sie durch den Scheitel desselben. Im Falle v = 3 ist die Durch- 
schnittscunre zwischen ^ und der Hessiana die der parabolischen Cnrre ent« 
sprechende. 
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Fläche fo und der Hessiana, fclglieh^ berükren aidk cUeee beiden Flächen über- 
allf too eie eich tr^en, und moar länge einer Raumcurve der 2(f^2Xli^-^2i)'8ten 
Ordnung f OH einee Punctee^ deseen Folarebene in Baeug auf die Heeeiana 
durek den entsprechenden Punot der Steineriana geht, 

AUe diese Flachen S der (7v—- 15)-ten Ordnang bilden/ da sie durch die 
nämliche Curve 2(v— 2Xny— 24)-ten Ordnang gehen, ein lineares System. In der 
Thaty sind Oyh, c drei beliebig gegebene Pancte des Raumes; A, B, C die 
Polarebenen von a, b, t in Bezog auf die Hessiana; und a', b', t* die Pole der 
Ebenen A,ByC in Bezug auf die Quadripolarflächen von a, b, c nach Fy 
genommen, so bestimmt die Ebene E= a'b'c* die einzige Fläche S, die durch 
a, b, e geht 

180. Man sucht den Ort eines Ptmctee, för den die gemeinsame Gerade 
einer gegebenen Ebene E^ und der Polarebene des Punctes in Bezug auf die 
Hessiana die Quadripolarfläche des nämlichen Punctes nach der JFkmdamental- 
flüche genommen berührt. Um die Aufgabe zu losen, nehmen wir auf einer 
beliebigen Geraden g einen Punct x an; dann schneidet die Polarebene von x 
nach der Hessiana genommen i?^ in einer gewissen Geraden, und der Ort 
der Pole derjenigen Quadripolarflächen in Bezug auf Fy, welche diese Gerade 
berühren, schneidet g in 2(v — 2) Puncten x* (159). Umgekehrt wird die 
Quadripolarfläche für Fy eines Punctes x von der Ebene £^ in einem Kegel- 
schnitte getroffen, der 2(4v — 9) gemeinschaftliche Tangenten mit demjenigen 
Schnitte hat, den die nämliche Ebene in der einhüllenden Fläche [4(v— 2)— l]-ter 
Classe (93) der Polarbenen der Puncto von g nach der Hessiana genommen 
macht. Der gesuchte Ort ist also eine Fläche <X^ von der Ordnung 

2(v -2) + 2(4v— 9) = 2(5v— 1 1 ) . 

Die Fläche @ und die Fläche $x i° ^^^"g ^^^ ^^^ ^^®<^® ^X i^'^^) 
haben eine Curve der Ordnung 2(v'-2)(llv— 24) gemein, und schneiden sich 
also in einer andern Raumcurve von der Ordnung 

(7v-15Xll^-24)-.2(v-.2Xll»'-24) « (5v--llXil»'-24) . 
Jeder Punct x dieser Curve ist so beschaffen, dass seine Polarebene für 
die Hessiana die Quadripolarfläche des nämlichen Punctes in Bezug auf Fy 
berührt (178), und dass genannte Ebene der Ebene Ex in Bezug auf die 
nämliche Quadripolarfläche conjngiert ist; folglich geht E^ durch den Be- 
rührungspunct der Polarebene mit der Quadrifläche, und also ist der Durch- 
schnitt von Ex mit der Polarebene eine Tangente der Quadrifläche. Es folgt 
daraus, dass jr ein Punct des Ortes d^x ^^^« Dasselbe Raisonnement zeigt 
ebenfalls, dass jeder Punct der Curve d(v— 2X5^ — 11 )-ten Ordnung, welche 
der gemeinen Polarfläche der Ebene Ex und dem Orte $x gleichzeitig ange- 
hört, auch auf C^x ^^^8^\ ^^^ ^^^ schneidet S^x ^® ^X ^^ ^^^^^ Curve der 
(5v^llXLlv~-24)-ten Ordnung, die auf 6 liegt, und in einer andern Curve 
von der Ordnung 8(i'— 2X5v— 11), welche aof der gemeinen Polarfläche der 
Ebene Ex liegt. 
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Nnn siebt man aber leicht nach den Definitionen des betrefibnden Ortes, 
dass jeder gemeinsame Pnnct von ^^ und C, und ebenso jeder gemeinsame 
Punct von X>;i und der Polarfläche von E^ nothwendigerweise auch auf 8^ 
liegt, und folglich wird die Fläche Xx durch die Fläche 6 längs der Raum* 
curve (Öv^ilXn^—Si)-«^ Ordnung berührt, und van der gemeinen Pdairfläche 
der Ebene E^ länge der Raumcurve d(v— 2X5v-~ll)-ler Ordnung; beide B^ 
rührungecurven liegen gleichzeitig auf der Fläche $x ^)* 

181. Man verlangt den Ort eines Fundes, dessen Polar ebene in Bezug 
auf die Hessiana die Quadripolarfiäche des nämlichen Fundes in Bezug auf 
Fy und ztoei gegebenen Ebenen E^, E^' in einem Kegelschnitt und zwei zu dem- 
selben conjugierten Gereuten schneidet. Es sei jr ein Punct einer beliebigen 
Geraden g-, ^ die Polarebene von jr in Bezug auf die Hessiana, dann is^ 
der Ort der Pole der Quadripolarflächen in Bezog auf Fy, welche die Ebene 
Ex in Kegelschnitten schneiden, die zu den Geraden XEx^XEx' conjugiert 
sind, die gemischte Polarfläche dieser Geraden (159), die g in 2(v— 2) Puncten 
x! schneidet. Umgekehrt sei Q die Quadripolarfläche eines Punctes jr' in Be- 
zug auf Fy, dann weiss man, dass die Ebenen, welche die Quadrifläche Q 
und die gegebenen Ebenen Ex , Ex' längs eines Kegelschnittes und zwei 
coiyugierter Geraden schneiden, eine andere Quadrifläche umhüllen. Diese 
Fläche und die Einhüllende der Polarebenen der Puncto von g in Bezug auf 
die Hessiana haben 2[4(v— 2)— 1] gemeinschaftliche Tangentialebenen, denen 
ebenso viele Pole x auf g entsprechen. Der verlangte Ort ist also eine Fläche 
Ä^* der Ordnung 

2(y-2) 4- 2(4v-9) = 2(5v-l 1) . 
Jeder gemeinsame Pnnct x von 6 und 3^x ^^ "^ beschaffen (180), dass 
seine Polarebene in Bezug auf die Hessiana die Quadripolarfläche von x nach 
Fy genommen und die Ebene Ex in drei durch ein und denselben Pnnct 
gehenden Geraden schneidet. Die letzte von diesen Geraden hat eine unbe- 
grenzte Anzahl Pole in gerader Linie in Bezug auf den Kegelschnitt, der 
durch die beiden ersten Geraden gebildet wird. Daraus folgt, dass die letztere 
Gerade in Bezug auf genannten Kegelschnitt jeder Geraden conjugiert ist, 
die in der erwähnten Polarebene von jr gezogen werden kann ; also ist x auch 
ein Punct des Ortes «X»^'. Das heisst aber: Dieser Ort geht durch die beiden 
Curven der (5v— 11X11 v—24)-«<ai Ordnung ^ in denen sich die FUuAen 6 und 
bettügUch Xx wid Xx* berühren, 

182. Man verlangt den Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug 
auf Fy und die Hessiana, und dessen Quadrioplarfläche in Bezug auf Fy 



1) Es folgt hieraus, dass der Verein* der Hessiana, von XX ^^^ ^^^^^ belie- 
bigen Flttohe $ der (4v— 9)-ten Ordnung mittelst zweier projectirischer Büschel 
ersengt werden kann, n&mlich (^, %x9t — ) ^^ (1 1 v— 24)-ten Ordnung und (Sjl. Sx^S,»*-) 
der (7v — 15)-ten Ordnnng. Hierin bezeichnet Sx die gemeine Polarflaefae der Ebenef^* 
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einen Punct auf einer gegebenen Ebene E gemein haben. Es sei x ein Panct 
einer beliebigen Geraden g, dann trifft die den beiden Polarebenen von x 
genaeinscbaftliche Gerade die Ebene E in einem Puncte j^, und die Pole der 
Qnadripolarflächen in Bezug anf F^,, welche dnrch q gehen , liegen anf der 
zweiten Polarfläche dieses Punctes. Diese letzte Fläche achneidet g in v— 2 
Pnncten jr'. Umgekehrt schneidet die Qnadripolarfläche eines Pnnctes x* nach 
F^, genommen die Ebene E in einem gewissen Kegelschnitte h; es gibt nun 
aber auf g eine Zahl von 10(v'-2) Puncten jr, von denen jeder die Eigen- 
schaft besitzt, dass seine Polarebenen in Bezng auf Fy und die Hessiana 
sich auf k schneiden ^) , der gesuchte Ort ist also eine Fläche ll(v— 2)-ter 
Ordnung. 

Was auch die Ebene E ist, immer geht diese Fläche dnrch die 2(w— 2) 
Puncte a, in denen die Hessiana von einer Geraden a berührt wird, die anf 
der Fundamentalfläche liegt (171); denn die Polarebenen und die Qnadri- 
polarfläche von a gehen gleichzeitig dnrch die Gerade a und haben daher 
mit jeder gegebenen Ebene einen Punct gemein. 



^) Durch einen beliebigen Punct i einer Geraden r kann man zwei erste Polar- 

fläcfaen in Berag auf Fy legen , deren Pole die Dorchschnitlspiuiete Ton k mit der 

Polarebene tob t sind. Die ersten Polarfl&chen dieser Pole in Bezug auf die Hessiana 

treffen femer r in 2(4^—9) Puncten t'. Umgekehrt kann man durch einen Panct 

i* zwei erste Polarflächen in Bezug anf die Hessiana legen, deren Pole die Durch- 

sohnittspuncte ron k mit der Polarebene von t' in Bezug auf die Hessiana sind 

Die ersten Polarflftchen dieser Pole in Besug auf F^ schneiden r in 2(v— 1) Pnncten. 

i'. Anf r lallen also 

2(4v-9)+2(»'-l) = 10(v-2) 

mal swei Ftande t und t' zusammen, w. s. b. w. 
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CAPITEL L 

ANWENDUNG DER ALLGEMEINEN THEORIE AUF 
EINE FUNDAMENTALFLÄCHE DRITTER ORDNUNG. 

183. Die Fundamentalflache sei jetzt eine Flache F^ der dritten Ord- 
niiDg, die wir als ganz allgemein, das beisst ohne viel&che Puncte und Linien 
voraussetzen. Die im zweiten Theile bewiesenen Sätze enthalten schon eine 
grosse Zahl von Eigenschaften der cnbischen Flächen, aber wir halten una 
nicht dabei auf, die speciellen Sätze auazusprechen ; wir haben nur im Sinn« 
dasjenige zu entwickeln, was es für die Flächen der dritten Ordnung Spedellea 
oder Charakteristisches gibt 

Da im gegenwärtigen Falle die erste Polarfläche sugleieh die Quadti- 
polarfläche ist, 90 fallen die HesHana und Steinenana in eine und dieedhe 
Fläche vierter Ordnung und eechezeknUr Claese zusammen (168, 165). Die 
Puncte dieser Fläche entsprechen sich eu zwei und »weL Sind 0, 0* zwei ent- 
sprechende Puncte j so ist jeder der S(fheUel eines Polarkegels, dessen Pol der 
andere Punct ist, und in Jedem dieser Puncte hat die Hessiana die PoUwebene 
des andern Punctes zur Tangentialebene, Dieselben Puncte sind fUr jede 
Quadripolarfläche conjugiert (139). 

184. Die zweite gemischte . Polarfläche zweier Puncte «, b wird eine 
Ebene, und zwar der Ort eines solchen Punctes, dass die Puncto a, b in Bezug 
auf seine Quadripolarfläche conjugiert sind (160). Denkt man sich einen der 
Puncte a, b und ihre gemischte Polarebene gegeben, so findet man den andern 
Punct auf folgende Weise: Die Quadripolarflächen der Puncte der gegebenen 
Ebene bilden ein Netz, und die Polarebenen von a in Bezug auf diese Flachen 
gehen sämmtlich durch denselben Punct b, welcher der gesuchte Punct ist 

Denkt man a fest, und läset die gemischte Polarebene um eine gegebene 
Gerade g rotieren, so beschreibt der Punct b eine andere Gerade ^, Durch- 



183 - 186] Anwendung der ailgemeinen Theorie auf Flächen dritter Ordnung, 153 

schnitt der Polarebenen von a in Bezug auf die Qnadripolarflächen der Pnncte 
von g. Nun schneidet g die Hessiana in vier Functen, und folglich umhUÜen 
die Polarebenen eines gegebenen Punctes a in Bezug at^ die Pokarhegel eine 
Fläche vierter Claase, Ist a ein Pnnct der Hestiana, so geht die gemischte 
Folarebene immer durch a' (Scheitel des Polarkegels von a) ; in diesem Falle 
also umhüllen die Folarebenen Ton a in Bezug auf die Polarkegel einen 
Kegel vierter Klasse. 

Ist a beliebig im Räume gegeben, und b bewegt sich in einer festen 
Ebene E, so geht die gemischte Polarebene immer durch einen festen Punct 
c, den Pol von E in Bezug auf die Quadripolarfiache von a. Beschreibt 
also b die Durchschnittscurve der Hessiana mit der Ebene E, so umhüllt die 
gemischte Polarebene einen Kegel vom Scheitel t vierter Classe, der der- 
jenigen Fläche umschrieben ist, die man erhält, wenn b die Hessiana durch- 
läuft; das heisst: die Folarebenen einea festen Fundes in Bessug auf aUe Folar- 
kegel, deren Sckeüel auf derselben Ebene liegen, unMüen einen Kegel vierter Classe, 

185. Was wir im Allgemeinen gemischte Potarflädhe zweier Geraden 
g,gf genannt haben, wird hier eine Quadrifläche (ein Hyperboloid), und da 
im gegenwärtigen Falle die Polarcurve dner Geraden in Bezug auf eine erste 
Folarflädie (86) die reciproke Gerade der gegebenen Geraden in Bezug auf 
eine Quadripolarfiache ist, so ergibt sieh, dass das Polarhyperholoid zweier 
Geraden g, ^ der Ort der reoiproken Geraden für jede der gegebenen Geraden 
in Bezug auf die QuAdsipeiaffiächen der ISmcte der andern ist, oder auch der 
Ort eines Punctes, für welchen die Reciproke einer der beiden Geraden in 
Bezug auf die Quadripolarfiache dieses Punctes die andere gegebene Gerade 
schneidet 

Ist t ein variabler Ponct auf g, und a, b zwei feste Puncto von g*, so 
ist das Polarhyperboloid durch zwei projectivische Büschel erzeugt (159), 
in denen die gemischten Polarebenen der Puncto a, t den gemischten Polar- 
ebenen der Poncte b, t entsprechen. Die beiden Puncto a, b k<5nnen natürlich 
durob zwei andere beliebige Puncto von g* ersetzt werden, und das Polarh^pet- 
bchid zweier Geraden ist also auch die einhüllende Flädte der gemisMen 
Folar^ene zweier auf den gegebenen Geraden variabler Fisncte, eines auf jeder 
Geraden. 

186. Wenn, j^, 9' zusammenfallen, erhalten wir eine gemeine Polarfläche 
einer Geraden g, die ein Kegel zweiter Ordnung ist (93, 159), dessen Scheitel 
der Pol der Quadripolarfladie ist, welche durch g geht, und dessen Gene- 
ratrixen die zu g reciproken Geraden in Bezug auf die Quddripolarflächen 
der Punote von g sind. Dieser Kegel ist cKe Enveloppe der Folarebenen der 
Pwiete von g, und daher auch der Ort der Pole derjenigen Quadripolarflächen, 
welche g berühren. Wir geben dieser Fläche den Namen Folarkegel der 
Geraden g, den man aber nicht mit dem Polarkegel eines Punctes der Hes- 
siana verwechseln darf. 
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187. Die gemischte Polarfläche zweier Ebenen E, E' ist von der dritten 
Ordnung (158), und ist der Ort der Pole einer Ebene in Bezug auf die Quft- 
dripolarflächen der Puncte der andern Ebene oder auch, was auf dasselbe hin- 
ausläuft, der Ort der Pole einer Quadripolarßäche, in Bezug auf welche die 
Ebenen E, £? conjugiert sind. 

Der Ort der Pole einer Ebene E in Bezug auf die Quadripolarflächen 
der Puncte einer Geraden g (128) i^t eine cubische Raumcurve (Raumcurve 
dritter Ordnung); sie liegt auf dem Polarhjperboloid von g und einer andern 
beliebigen auf E befindlichen Geraden und ebenfalls auf der gemischten Po- 
larfiäche von E und einer andern beliebigen Ebene, die durch g geht (162). 
Daraus folgt, dass das Polarhyperboloid zweier Geraden g, g\ wenn g fest 
ist und g* variabel in einer Ebene E, ein Büschel von Flächen erzeugt, die 
durch eine feste cubische Raumcurve gehen. 

188. Fallen die Ebenen E, E' znsammen, so erhält man die gemeine 
Polarfläche einer Ebene E, welche die einhüllende Fläche der Polarkegel der 
Geraden sind, die in der gegebenen Ebene liegen (159), und gleichzeitig der 
Ort der Pole der Ebene in Bezog auf die Quadripolarflächen der Faocte der- 
aelben Ebene (158). Diese zweite Definition kommt darauf zurfick, dass die 
genannte Fläche der Ort eines Punotes ist, dessen Quadripolaifläche die gege- 
bene Ebene berührt. Folglich fällt (94, 162) dieselbe Fläche mit d& En- 
veloppe der Polarebenen der Puncte der gegebenen jß^en« zusammen. Sie ist 
von der dritten Ordnung, von der vierten Glasse nnd besitzt vier Doppel- 
pnnete, die auf den Polarkegeln und den Polarhyperboloiden aller Geraden 
der gegebenen Ebene liegen ^). 

Es sei a ein Punct dieser Fläche. Die Quadripolarfläche von a berührt 
dann die Ebene E nnd schneidet folglich diese Ebene in zwei Geraden, die 
sieb im Berührupgspuncte a' kreuzen. Die Polarebenen der Puncte dieser 
Geraden müssen durch a gehen und anderswo die Fläche berühren; ein 
beliebiger Punct der Fläche ist cUeo der Seheitel zweier der Fläche umge$ekne* 
bener Qaadrikegd (es sind dies die Polarkegel zweier in o' sieh kreuzender 
Geraden). Die Polarebene von a' berührt die Fläche in a. 

Ist einer der Doppelpuncte der Fläche, so müssen die beiden Berühmngs* 
kegel zusammenfallen; folglich schneidet die Quadripolarfläche von o die 
Ebene E in zwei zusammenfallenden Geraden. Unter den Quadripolarflächmi 
die eine Ebene E berühren ^ gibt es also vier Kegd; ihre Pole, die auch der 
Hessiana angehören, sind die Doppelpuncte der gemeinen Polarfläche der Ebene, 

Diese Fläche ist die Reciproke der Römischen Fläche Stbiihebs '). 



1) Liegt ein Punct im Unendlichen, so ist seine Polarebene eine Diametralebene 
der Fnndamentalfl&che. Die Envehppe der Diametralebenen ist also die gemeine 
Polarfläche der unendlich entfernten Eben», Diese Fl&ohe ist der der Fy l&ngs 
des Schnittes im Unendlichen umgeschriebenen Dereloppahlen eingeschrieben (IOO)i 

2) Man sehe die Monatsberichte der K. Akademie au Berlin (Juli und November 
1863) und Crelle-Borchardt's Journal, Bd. 63, S. 315. 
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189. Ist eioe Ebene E fest und die andere Ebene E* um eine Gerade 
g Tariabel, so bilden die gemischten Polarflächen der Ebenen E, E* ein 
Bttschel. In der That, muss eine solche Fläche durch einen gegebenen 
Punct X gehen , so geht die Ebene E* durch den Pol von E in Beeng auf 
die erste Polarfläche ton %, Die Basis des BQschels ist aus einer Raumcunre 
sechster Ordnung (Ort der Doppelpuncte der Qnadripolarflächen der Puncte 
der festen Ebene) und einer cubischen Raumeurve (Ort der Pole der festen 
Ebene in Bezug auf die Quadripolarflächen der Puncte der gegebenen Geraden) 
zusammengesetzt (158, 187). 

Die gemischte Polarfläche der beiden Ebenen E^ E* und ihre gemeinen 
Polarflächen werden gleichzeitig (164) durch den Polarkegel der Geraden 
EE' berührt und zwar in vier Pnncten der Hessiana (entsprechend den Durch- 
schnittspuncten dieser Fläche mit der Geraden EB% und gehen durch die 
zehn Doppelpuncte der Hessiana (1&8). Diese Puncte sind 4.4-}- 10 Durch - 
schnittspuncten äquivalent, und folglich haben die drei genannten Flächen, 
die sämmtUch von der dritten Ordnung sind, nur noch einen andern Punct 
gemein; es ist dies der Pol der Quadripolarfläche, welche durch die Gerade 
EE* geht. 



CAPITEL IL 

EIGENSCHAFTEN DER HESSIANA EINER FUNDA- 
MENTALFLÄCHE DRITTER ORDNUNG. 

190. Die Pole der Polarebenen, die durch einen gegebenen Punct p 
gehen, liegen auf der Quadripolarfläche von p. Sollen diese Ebenen die 
Hessiana berühren, so sind die Pole auf der Curve achter Ordnung vertheilt, 
die den Durchschnitt der Hessiana mit der Quadripolarfläche von p darstellt 
(183). Die Berührungspuncte bilden eine Curve der zwölften Ordnung, den 
Durchschnitt der Hessiana mit der ersten Polarfläche von p in Bezug auf 
die Hessiana. Die beiden Curven achter und zwölfter Ordnung sind also 
entsprechende Curven (168). 

191. Wir wollen die Geraden betrachten, welche durch p gehen und 
die Hessiana berühren. Den Geraden, die durch p geben, entspricht ein 
Netz 1) von Kaumcurven vierter Ordnung (87), die sämmtlich auf einer Fläche 
S zweiter Ordnung liegen (der Quadripolarfläche von p). Jede dieser Raum- 



1) Ein solches Nets entsteht durch den Durchschnitt Ton 8 ihit einem Netse 
anderer Quadripolarflächen. 
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curyen entateht als Dorchscbnitt you S mit einer andern Qaadiipolarfläche 
und folglich (190) liegen die Doppelpnnote dieser Corven (Berührungponcte 
Ewiacfaen S und den andern Quadripolarflächen) auf der Curre c der achten 
Ordnung, Durchschnitt der Hessiana mit ^, Den Curven des Netzes, die 
ein Büschel bilden, entsprechen gerade Linien durch p, die in einer Ebene 
liegen. In diesem Büschel gibt es awölf Curyen mit Doppelpunct ^), das 
heisst: die Geraden durch p, denen die Raumourven vierter Ordnung mit Doppel- 
punct eateprechen, bilden einen Kegel $ der zwölften Ordnung, Einem beliebigeD 
Punct der Curve c entspricht eine Generatrix yon t, welche den Punct 
p mit dem Functe o' yerbindet, welcher in der Hessiana dem Foncte o ent- 
spricht. Der Ort der Puncte o' ist also eine Curye c' der zwölften Ordnung 
(190). Die FoUrebene yon o geht durch p und berührt die Hessiana in o' 
(183) und enthält folglich die Tangente yon & in o*. Diese Ebene ist daher 
die Tangentialebene des Kegels S längs der Geraden pa*, das heisst: der 
Kegel S ist der Hessiana längs der Curye e' umgeacfarteben. 

Die Qnadripolarfläche eines beliebigen Funotes schneidet c in sechszehn 
Functen. Daraus folgt, dass S und folglich auch die Hessiana yon der sechs- 
zehnten Classe ist (165). 

Betrachtet man eine Gerade g durch p als Durchschnitt zweier Tangential' 
ebenen des Kegels 8 , so hat jede dieser Ebenen einen Fol auf c und die 
Ranmcurye des Netzes auf S, die durch diese beiden Fole geht, ist die ent- 
sprechende Curye yon g. Fallen beide Fole zusammen, so wird die Raum- 
curye yon c berührt. Daraus folgt, dass den Geraden, die auf dem Kegel 
S und in seinen stationären Ebenen gezogen sind, Raumcuryen des Netzes auf 
S ensprechen, welche c berühren. 

192. Die Puncte, in denen die Hessiana yon Geraden osculiert wird, 
die Yon p ausgehen, sind die Durcbschnittspuncte dieser Flache mit der ersten 
und zweiten Folarflache yon p in Bezug auf dieselbe Fläche. Unter den 
fUumcuryen des Netzes auf iS gibt es also 4.3.2 = 24, die eine Spitze haben. 

Der Kegel S ist daher yon der 12-ten Ordnung und der 16-ten Classe 
und hat ausserdem 24 stationäre Generatrixen, also hat er gemäss den 
Formeln yon Flücker (3) 22 Doppelgeneratrixen. Yon diesen Doppelgeae- 
ratrixen entstehen zehn durch die Doppelpuncte der Hessiana und entsprechen 
dei^jenigen Curyen des Netzes, die aus zwei Kegelschnitten bestehen — jeder 
Doppelpunct hat in der That ein Ebenenpaar als Quadripolarfläche (169) — , 
die andern zwölf Doppelgeneratrixen dagegen entsprechen ebensoyielen Carven 
des Netzes, die aus einer cubischen Raumcurye und einer Geraden zusammen- 
gesetzt sind. 

Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten wir das Netz yon Raum- 
curyen yierter Ordnung auf der Quadrifläche aS' und nennen wie früher (24) 



1) Denn ein Netz ron Quadrifl&chen entb&lt zwölf Flächen, welche S berühren 
(131). 
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der Kürze wegen die Geraden der beiden Systeme , die anf dieser Fläche 
existieren, bezüglich GenertUrißen und Direcirixen, Es seien /, m, n drei Gene- 
ratrixen Yon S'y jede anf S gezogene Cnrve vierter Ordnong schneidet dann 
jede dieser Geraden in zwei Puncten, und fallen drei dieser Pancte, einer 
für jede Gerade, in eine gerade Linie, so zerfällt die Carve in zwei Theile, eine 
cubische Ranmcnrye und eine Gerade (Directrix). Ist 1 ein beliebiger Punct 
von l, so schneidet die Directrix, welche durch 1 geht, m und n in zwei 
Puncten m,n und die Carve des Netzes, welche durch m,n geht trifft / in 
zwei Puncten 1'. Ist umgekehrt 1' ein beliebiger Punct von Z, so bilden die 
Curven des Netzes, die durch l' gehen, ein Büschel und bestimmen so auf 
m und n zwei projectivische quadratische Involutionen. Schneidet eine Curve 
des Netzes m in mfVX* und n in n, n', so ist der Ort der zu mn, mn', m'ti, 
mV analogen Geraden eine Flache vierter Ordnung — m und n sind fUr die- 
selbe Doppelgeraden — , welche / in vier Puncten i schneidet. Es fällt also 
sechsmal auf l ein Punct I mit l' zusammen, das heisst, es gibt sechs Curven 
des Netzes, von denen jede aus einer cubischen Raumcurve und einer Direc- 
trix zusammengesetzt ist. Analog gibt es sechs andere Curven, die aus einer 
cubischen Raumcurve und einer Generatrix bestehen. 

In einem Curvennetze von Rattmcurven vierter Ordnung , die auf einer 
Quadriflädie gezogen eind, gibt es also: 

1. zwölf Ourveny die otw einer eubiechen Raumcurve und einer Gereuien 
beeteken; 2. zehn Curven aus zwei KegeUchnUten zusammengesetzt; 8. viervaid* 
vwaamg Cwrven mit einer Spitze. 

193. Ist p ein Punet der Hessiana, so ist der Kegel S von der 10-ten 
Ordnung, der 16-ten Classe mit 10 Doppelgen eratrixen (nach den Doppel- 
pnncten der Hessiana gerichtet) und 18 stationären Generatrixen. Das heisst: 
In einem Netze von Raumcurven vierter Ordnung, die auf einem Kegd {der 
Quadripolarfläehe von p) gezogen sind, gibt es: 1. zehn, die aus zwei Kegeln 
schnitten bestehen; 2. achtzehn mit einer Spitze; 3. eechs aus einer cubischen 
Raumcurve und einer Geraden zusammengesetzte (entsprechend den sechs Ge- 
raden, welche die Hessiana ausser in p noch anderswo berühren (70)); 
4. zwei mit einer Spitze im Kegüscheüel. Letztere entsprechen den beiden 
Geraden, welche die Hessiana in p osculieren. 

194. Ist p ein Doppelpunct der Hessiana, so wird diese Gerade in p 
dordi eine nnbegrenzte Zahl von Ebenen berührt, deren Enveloppe ein Quadri* 
kegd ist; die erste Polarfläche von p hat daher eine unbegrenzte Zahl Doppel- 
pnncte in gerader Linie, das heisst, sie ist das System zweier Ebenen, die 
sich in einer Geraden p schneiden, die auf der Hessiana liegt, wie es aus 
der allgemeinen Theorie resultiert (167). Die Puncte dieser Geraden sind die 
Pole ebensovieler Kegd mit dem Scheitel )». Diese Kegel bilden daher dn 
Büsefad nnd gehen doroh vier Gerade, deren Gesammtheit die Polarcurve 
von p darstellt. In diesem Büschel gibt es drei Systeme von je zwei Ebenen; 
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diese drei Systeme sind die Qnadripolarflächen von drei speciellen Pnncte der 
Geraden p, welche für die HesaiAna Doppelpuncte sind. Die zehn Doppelpuncte 
p vertkeüen sich also xu drei und drei ixuf die zehn Geraden p, und diese gehm 
zu drei und drei durch die zehn Ptmde p» 

195. Da die Hessiana im Allgemeinen von der sechszebnten Clasae ist, 
so hat sie ausser den zehn Puncten p keine weiteren Üoppelpuncte. Ebenso 
enthält sie ausser den zehn Geraden p keine andern Geraden. In der That 
entsprechen die vier Durchschnittspuncte einer Geraden g mit der Hessiana 
den vier Kegeln, die durch die Polarcurve vierter Ordnung von g gehen. 
Gehört g vollständig der Hessiana an, so entsprechen der unbegrenzten Zahl 
von Puncten von g eine unbegrenzte Zahl von Kegeln, die ein Büschel bilden 
und folglich denselben Scheitel haben. Dieser Scheitel ist für die Hessiana 
ein Doppelpunct, denn diese Fläche wird dort von den Polarebenen aller 
Puncte von g berührt. 

Ein Doppelpunct p liegt im Allgemeifien nicht auf seiner entsprechenden 
Geraden p\ wenn dies der Fall wäre, so wäre die erste Polarfläche von p 
ein Kegel mit dem Scheitel p, und dieser Punct wäre also für die Funda< 
mentalfläche ein Doppelpunct. 

196. Es seien o, o' zwei entsprechende Poncte der Hessiana. Die Polar* 
kegel von a, o' haben ihren Scheitel bezüglich in o', o und durchdringen sich 
gegenseitig in einer Raumcurve vierter Ordnung. Die beiden andern Qoadri* 
kegel, welche durch diese Curve gehen, sind die ersten Polarflachen der 
Puncte tt, 0, in denen die Hessiana durch die Gerade oo* nochmals geschnitten 
wird. Die Scheitel dieser andern Kegel liegen in dsn Puncten it'i o'y welche 
n, D entsprechen. Die Puncte o^ o', uS d' sind also die Scheitel des Tetraeders, 
welches den Quadriflächen conjugiert ist, welche durch die Curve vierter 
Ordnung hindurchgehen, und folglich sind die Ebenen o'tt'o', 0tt'o' bezüglich 
die Polar ebenen von a, o'. Deshalb gehen die TcmgeniicUebenen der Hessiana 
in und p' durch die Gerade it'n'. 

Da die Polarebenon von o, o' durch u!, o' gehen, so gehen umgekehrt 
die Polarkegel von tt', o', deren Scheitel v, o sind, durch a, o', enthalten, daher 
die Gerade oo'uo vollständig und schneiden sich also noch in einer cubischeo 
Raumcurve. 

DarauBi dass die Polarkegel von it', »'durch die Gerade ao' gehen, folgt, 
dass der Polarkegel dieser Geraden seinen Scheitel in «' und in o' hat (186), 
dass heisBt, er reduciert sich auf die Gerade n'o'. Die Polarebenen der Puncte 
von ao' gehen sämnUUch durch die Gerade it'n'. 

Die Puncte, in denen tt'o' die Hessiana trifft, sind die Pole der vier 
Quadrikegel, die durch die Curve vierter Ordnung gehen, welche die Polar- 
curve der betrachteten Geraden ist. Nun zerlegt sich aber diese Curve in 
zwei Theile (eine Gerade und eine cubische Raumcurve), und es gibt also 
nur zwei Quadrikegel, die durch dieses System gehen. Die Gerade tt'9' ist 
somit Tangente der Hessiana in tt' und o'. 
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Jede Gerade also, welche zwei correejiondierende Puncte der Hesaiana ver- 
bindetf besitzt daher die Eigenschaft^ dass die Polarebenen ihrer Puncte durch 
eine feste Gerade gehen, die eine Doppeltangente der obigen Fläche ist, 

197. Wenn u und o zusammenfallen; das heisst, wenn die Gerade oo' 
die Hessiaua berührt (natürlich in einem Puncte tt^ der von a und a' ver- 
schieden Ist), so gehen die Polarflächen der Puncto von oo' durch dieselbe 
Gerade» die mit der Hessiana in it' einen vierpunctigen Contact hat. 

Fallen it und o in einem Doppelpuncte y zusammen, so werden die 
Puncte uS d' unbestimmt auf der entsprechenden Geraden p (194); da aber 
die Polarkegel aller Puncte dieser Geraden durch oo' gehen müssen (196), 
so folgt, dass oo' eine der vier Geraden ist, welche die Polarcurve von p 
bilden (191). 

198» Im Falle, dass o ein parabolischer Punct der Fundamentalfläche ist, 
so liegt der Scheitel des Polarkegeis im entsprechenden Puncte o' ; ausserdem 
geht er durch o und berührt die Polarebene von o längs oo' (16), das 
heisat di^'enige Ebene, welche die Hessiana in o' berührt* Da der Polar- 
kegel von o' seinen Scheitel auf o hat, so folgt, dass die Polarkegel dieser 
beiden Puncte sich längs einer Ranmcurve sdineiden, für welche o ein Doppel- 
punct ist. Einer der Puncte it, n fällt mit o' zusammen; der andere sei 
der Punct ». Dann ist also die Ckrade oto' (^tt'o') Tangente der Hessiana 
in und o' (196). Die Ebenen, welche die Fundamentalfläche und die 
Hessiana in o berühren, schneiden sich längs ou', das heisst, diese Gerade ist 
Tangente der paraboHeehen Ourve der Fundamenialßäche in o. 

Es sei 19 der Punct, in welchem die Gerade 09' die Fundamentalfläche 
nochmals trifft. Die erste Polarfläche von m geht dann durch m und 00' 
und trifft also die Ebene 00*1»* in zwei Geraden, der^n eine 00* ist, und die 
andere geht duch m. Dieser Punct m ist also der {einzige) Wendepunct der 
Cktrve dritter Ordnung {mit Spitze in 0), längs deren die Fundeanentalfiäcke 
von der staHonären Ebene 00'n' berührt wird ^). 

199. Wieviel Cferade gibt es in einer beliebigen Ebene E, die zu 00* 
analog sind {sie verbinde zwei entsprechende Puncte der Hessiana) $ Die Ebene 
E schneidet die Hessiana in einer Curve vierter Ordnung, welcher die wind- 
schiefe Berührungscurve sechster Ordnnng zwischen der Hessiana und der 
gemeinen Polarfläche der Ebene E entspricht (168). Sei einer der Pancte, 
in denen E diese letztere Curve trifil;. Dieser Punct hat, da er E angehört, 
seinen entsprechenden Punct 0' auf der Curve sechster Ordnung, und weil 
er dieser Curve angehört, mnss sem entsprechender Punct auf E liegen. Es 
folgt daraus, dass die sechs Durchschnittspuncte der Ebene E mit der Raum- 



^) Und mo ist die stationäre Tangente. 
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cnrve sechster Ordnung, sich zu zwei und zwei entsprechen. Anderseits sind 
aber 'zwei entsprechende Puncte der Hessiana in Bezug auf eine beliebige 
Qnadripolarfläche conjngiert, und die sechs Puncte , um die es sich handelt, 
sind also nach einer bekannten Theoreme, das man Hesse verdankt, die Scheitel 
eines ToUständigen Yierseits. Die Diagonalen dieses letztem sind die einmgen 
mit 09* analogen Geraden^ toelcke in der gegebenen Ebene E liegen. Die zu v^9* 
analogen Geraden (196), welche den Geraden üo* der Ebene E entsprechen, 
liegen auf der Folarfläche yon E (und in der nämlichen dreifachen Tangential- 
ebene dieser Fläche), weil die Polarflächen der Puncte Ton E die Folarfläche 
dieser Ebene berühren (188). 

200. Das betrachtete Yierseit ist bestimmt durch die Durchschnitte von 
vier beliebigen Quadripolarflächen, die nicht einem und demselben Netze an- 
gehören, mit der Ebene E; man weiss in der That, dass wenn vier Kegel- 
schnitte in einer Ebene gegeben sind, es nur ein einz^pes Yierseit gibt, dessen 
Diagonalen durch jeden der gegebenen Kegelschnitte harmonisch getheilt wird ^). 

Zwei Gegenscheitel des Yierseits sind in Bezug auf die Kegelschnitte 
coi\jugiert, in denen die Ebene E die Quadripolarflächen dieser Puncte achneidet, 
und folglich ist das Yierseit der Curve dritter Ordnung eingeschrieben, welche 
die Jacobiana des von den genannten Kegelschnitten gebildeten Netzes und 
gleichzeitig der Schnitt der Polarfläche der Ebene E durch eben dieselbe 
Ebene ist. Die nämlichen sechs Puncto — die Scheitel des Yierseits — sind 
auch auf der ebenen Cnrve vierter Ordnung gelegen, welche E und der Hessi' 
ana gemein ist, welche letztere Fläche von der Polarflache dieser Ebene in allen 
Puncten der Curve sechster Ordnung berührt wird. Diese sechs Puncte sind 
also ebenso viele Berührungspuncte zwischen den Cnrven, in denen E die 
Polarfläche und die Hessiana schneidet. 

Es folgt hieraus, dass die Seiten des Yierseits die ebene Curve vierter 
Ordnung nochmals in vier Puncten auf einer geraden Linie g trefien. Diese 
Plancnrve gehört dem Bfischel an, welches durch das System der vier Ge. 
raden, welche das Yiereck bilden, und das System der Curve dritter Ordnung 
und der Geraden g bestimmt ist. Hat daher diese letzte Cnrve einen Doppel- 
pnnct a, was eintritt, wenn £ in a die Fundamentalfläche berührt '), so fallt 
die Polargerade von a in Bezug auf die Plancurve vierter Ordnung mit der 
Polargeraden desselben Punctes in Bezug auf das System der vier Seiten des 
Yierseits zusammen (der harmonischen Polare von a in Bezug auf das Yierseit), 

Man weiss aber, wenn eine cnbische Plancurve mit Doppelpnnct durch 
die Scheitel eines vollständigen Yierseits geht, dass dann die Gerade, welche 



1) Mathemaiieal questions frtm ihe Edueational 7\me$, T. IV., Londos 

1866; p. na 

S) flat eine cnbische Eaumcarre einen Doppelpunct, so gehen alle Polarkegel- 
schnitte durch diesen Punct, der daher auch für die Jacobiana des Netzes der Po- 
laren ein Doppelpnnct ist. 
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die drei Wendepunote verbindet, die hannonische PoUre de« Doppelpunctes 
in Bezog «af das Vierseit iat. Die Polargerade Ton a in Bezug auf die Plan- 
cnnre vierter Ordnung geht daher durch die Wendepuncte der Curve dritter 
Ordnung, welche gleichzeitig die Wendepuncte des Schnittes der Fnndamental- 
fläche durch E sind. 

Folglich der Satz: Die DurehechniUegercuie einer Tangentialebene der 
Fundamentalßäohe mü der Pohrebene dee BerUhrtmgapunciee in Besmg auf 
die Heesiana geht durch die drei Wmdepuncte dee Schnittes, der durch die 
Tangentialebene auf der Fktndamenta^che erzeugt wird. 

Ist die Tangentialebene stationär, so kommt man auf ein schon bewiesenes 
Theorem (198) zurfick. 

201. Auf einer beliebigen Ebene E gibt es wieviel zu tt'v' analoge Ge- 
rade (das heisst Gerade, deren Polarcurve das System einer Geraden oo' 
und einer cubischen Raumcurve sind)? Die in der Ebene E gezogenen Ge- 
raden entsprechen den Raumcnrven vierter Ordnung, welche darch die acht 
Pole der Ebene gehen. Es ist bekannt, dass diese acht Pole so unter ein- 
ander verbunden sind, dass diejenige cubische Raumcurve, welche durch sechs 

von ihnen beschrieben ist, die Gerade, welche die beiden andern verbindet, 

7 8 
zweimal schneidet. Die acht Puncte zu zweien combiniert geben nun ~=^2^ 

® 2 

Curven vierter Ordnung, zusammengesetzt aus einer Geraden und einer cubi- 
schen Raumcurve. Die gegebene Ebene enthält also 28 au it'n' analoge Gerade ; 
sie sind die 28 Doppeltangenten des Schnittes der Hessiana durch die Ebene E. 

Dieser Schnitt ist von der 12-ten Classe und hat 24 Wendepuncte. Man 
findet so die Eigenschaft wieder (191), dass es in einem Büschel von Raum- 
curven vierter Ordnung 12 mit Doppelpunct gibt, und weiter, dass unter den 
Raumeurven dieser Ordnung, toelche durch die acht Durchs<^ittspuncte dreier 
Quadr^flächen gehen, 24 mit einer Spitze enthalten sind. 

202. Eine beliebige Gerade g trifft die Hessiana in vier Puncten a, h,c,bi 
es seien aS b', c*, h' die vier entsprechenden Puncte. Da o',b',(',i^' die Scheitd 
der vier Kegel desselben Büschels von Quadriflächen sind, so ist der Punot 
a' der Pol der Ebene b'c'b' in Bezog auf die Polarkegel von b, c, 1^, das 
heisst b't'h' ist die gemischte Polarebene der Punctenpaare a', b ; a', c; a', ^ 
oder auch, b'r'l^' ist die Polarebene jedes der Puncte h, c, h in Bezug auf den 
Polarkegel von a'. Dieser Kegel hat aber den Scheitel o, und folglich geht 
die Ebene b'c'h* durch a. 

Wenn also a, b, r, }l vier Puncte der Hessiana in gerader Laue sind, so 
sind die entsprechenden Puncte a', b', (', b' die Scheitel eines Tetraeders, dessen 
Seitenflächen b'r'b', t'h'a\ b'a'b, a'b'c' bezüglich durt^ a, b, (, b gehen. 

203. Alle Quadripolarflächen, welche darch einen Pnnct o gehen, bilden 
ein Netz; darunter gibt es eine, welche in o eine beliebig gegebene Ebene 

CsxMOVA, Ob«rflI«h«ii. 11 
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berührt. Ist Bb«r ein Punct der Hessiana und 0* der entsprechende Punct, 
so werden alle PolarüKchen ron in ihm von Ebenen berührt, die durch ^e 
Gerade 00' gehen (164); diejenigen, welche in dieselbe Ebene beruhigen, 
bilden ein Büschel, und ihre Pole liegen auf einer Tangente der Heasiana in 
0'. Daraus ergibt sich die Gerade 00' als Polare der Tangentialebene der 
Hessiana in in Bezug auf den Polarkegel von o' und zugleich als Polare 
der Tangentialebene derselben Fläche in 0* in Bezug auf den Polarkegel von 
0. Mit andern Worten : Die Tangentialebene der Heesicma in und die Tan- 
gentialebene im nänUichm Puncte einer beUehigen Quadripolarßächey welche durch 
ihn geht, sind cfynjugiert in Bestug auf dm Polarkegel von 0'. 

Umgekehrt : Jede Tangente der Hessiana in 0* enthält die Pole einer un- 
begrenzten Zahl von Quadripolarflächenf die m von ein und derselben Ebene 
berührt werden. 

204. Es sei y ein Doppelpunct der Hessiana und p die entsprechende 
Gerade (194). Sobald jeder Punct von p dem Punote |> entspricht, sind die 
Polarebenen aller Puncte von p Tangentialebenen der Hessiana in p (183), 
das heisst, der osculierende Quadrikegel, den die Osculierenden der Hessiana 
in p bilden, ist der Polarkegel der Geraden p. Dieser Kegel enthält die drei 
Geraden P^iP^iP^ (analog zu p (194)), welche durch p gehen, denn jeder 
Punct dieser Geraden ist der Pol eines Polarkegels, dessen Scheitel einer 
der drei Doppelpunete PiiP^,i^^ der Hessiana ist, die auf p liegen. 

205. Die Polarebene von p berührt die Hessiana in der ganzen Länge 
der Geraden p (167) und schneidet also diese Fläche in einem Kegelschnitte 
c. Ebenso berührt die Polarebene von p^ die Hessiana längs p^; nun ist aber 
p^ ein Punct von p\ also:' Die Hessiana und der Polarkegel von p werden 
längs der drei genieinschaßlichen Geraden p^^p^} P^ ^w<^ä dieselben Ebenen 
berührt, die Polarebenen von PitP^fP^» 

206. Der Punct p und ein beliebiger Punct von p sind zwei entsprechende 
Puncte der Hessiana, also ist die Gerade, welche diese Puncte verbindet, 
der Ort der Pole, deren Polarebenen durch ein und dieselbe Gerade gehen, 
äh eine Doppeltangente der Hessiana ist und in der Polarebene von p liegt 
(196). Einer der BerÜhrungspuncte liegt auf j), der andere gehört dem Kegel- 
schnitt c an. Das heisst, jeder Geraden, die durch p in der Ebene pp ge- 
zogen ist und als Gferade 00^ (196) angesehen wird, entspricht als Gerade 
ti*0* eine Tangente von e. Es sei der Punct, in dem die erste Gei-ad6 
von p getroffen wird und tt der Punct, in welchem dieselbe Gerade die 
Hessiana nochmals schneidet (die Puncte 0* und n fallen mit p zusammen) ; 
tt' und 0* die Puncte', in denen die zweite Gerade bezüglich c berührt und 
p schneidet. Man sieht, dass der Kegelschnitt c zur entsprechenden Curve 
die cubische Plancurve (Ort der Puncte u) hat, in welcher die Ebene pp 
die Hessiana schneidet. 

Die Gerade u*9* liegt in der Polarebene von ; nun berührt diese Ebene 
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den PoUrkegel von p, und leUterer Kegel wird daher darch die zvl n%* analogen 
Geraden berührt; dae heiset, der Kegelschnitt c ist die Spur des Kegels auf 
der Polarebene von p. Ako: 

Der OecukMonskegd der Heeeiana in einem Doppelpunde berührt diese 
Fläche in drei ixeraden und schneidet sie ausserdem noch in einem KegelschmU, 
der in der Polarebene des Doppelpunctes Uegt. 

807. Es gibt weitere Eigenschaften der Ebene i^, die erwähnt werden 
müssen. 

Der Polarkegel von it' geht durch p, ausserdem ist die Polarebene von 
p in Bezug auf diesen Kegel (nämlich die Tangentialebene dieses Kegels 
längs pit) die Polarebene von it' in Bezug auf den Polarkegel von p (88), 
das heisst die Ebene pp. Die letztere Ebene berührt also die Polarkegel 
sämmtlicher Puncte des Kegelschnittes c, und die Berührungsgeneratrixen 
gehen durch p. 

Sobald die Ebene pp m o die ersten Polarflächen der Puncto p und n' 
berührt, so berührt sie im nämlichen Puncto die ersten Polarfläohen aller 
Puncte der Geraden pn', und schneidet sie in Geradenpaaren in Involution, 
deren Doppelstrahlen op und p sind. Zwei conjugierte Gerade r, W dieser 
Involution gehören einer ersten Polarfläche an, deren Pol t\ sei (ein Punct 
von px'). Denken wir uns eine Ebene durch t\ und eine beliebige Tangente 
«'i0'i von c. Die ersten Polarflächen von Vi\i^\ gehen zusammen (196) 
durch die Gerade pitj, welche tt'iO'i entspricht (wie p» der Geraden uV), 
also sind die Puncto, in denen diese Gerade r, r* trifft, zwei Pole der Ebene 
ijn'^n'j. Das heisst, die Polarebenen der Puncte der Geraden r^r* umhüllen 
ein und denselben Kegel i\c. Alle analogen Kegel gehen durch den Kegel- 
schnitt c, und dieser stellt daher, und zwar er allein, die Enveloppe der 
Polarebenen der Puncte der Ebene pp vor. Man kann dies auch auf fol- 
gende Weise zeigen. 

Der Doppelpunct p hat die Eigenschaft, dass alle Quadripolarflächen, 
die durch ihn gehen, in ihm durch dieselbe Ebene pp berührt werden (208). 
Daraus folgt, dass, wenn man durch p die beiden Geraden zieht, welche jede 
die windschiefe Polarcurve vierter Ordnung einer beliebigen Geraden t des 
Raumes in zwei Puncten trifft, diese beiden Geraden stets in der Ebene pp 
liegen, das heisst, die Polarcurve einer beliebigen Geraden hat stets zwei 
Sehnen, die von p ausgehen und in der Ebene pp gelegen sind. Es sei ptc 
eine dieser Sehnen. Jeder der Puncte, in welchem sie auf der Raumcurve 
aufsteht, hat eine Polarebene, die durch t und n'n' geht (daraus folgt, dass 
t die Gerade u'o' schneidet); diese beiden Geraden geben aber eine einzige 
Ebene, also sind die beiden Puncte, in denen pn die Raumcurve schneidet, 
die Pole ein und derselben Ebene, die durch t geht Zwei dieser Polar- 
ebenen (in Bezug auf die beiden Geraden pit) werden durch die beiden Ge- 
raden it'n' bestimmt, welche man in der Ebene von c so ziehen kann, dass sie 

die Spur von t enthalten und den Kegelschnitt berühren ; durch eine Gerade t 

11* 
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gehen also nur zwei Ebenen, deren Pole auf der Ebene pp liegen, und diese 
Ebenen berühren c; mit andern Worten, ddeaer KegeUchniU %9t die volUtänr- 
dige Envüoppe der Polarebenen der Puncte der Ebene pp. 

Ein beliebiger Punct der Polarebene von p gehört zwei Geraden n'o' 
(Tangenten von c) an, und folglich geht die Quadripolarfläche diese« Punetes 
durch die beiden entsprechenden Geraden pu (196), das heisst, sie berührt 
in p die Ebene pp. Der Ort der Puncte, deren erste Polarflächen die Ebene 
pp berühren, ist also zusammengesetzt: 1. Aus dem Kegel pc, dessen Puncte 
QModripolarßäehen besitzen, todche pp berühren, und zwar in einem Puncte 
tfon p; 2. Aus der Polarebene von p, in toelclier die Puncte des Kegelschnittes 
c die Pole der Polarkegel sind, welche die Ebene pp in Geraden berühren, die 
von p ausgehen, während die Quadripolarßächen der andern Puncte dieser 
Ebene die Ebene pp in p berühren. 

Nach dem Vorhergehenden ist es klar, dass die Raumcurve sechster 
Ordnung, welche im Allgemeinen die Beriihruugscurve der Hessiana mit der 
Polarfläche einer Ebene ist (158), sich, wenn diese Ebene die Ebene pp ist, 
auf das System der vier G^Sidea p, p^^, p^, p^ und den Kegelschnitt c redudert 

208. Eine beliebig durch den Doppelpunct p gelegte Gerade trifft die 
Hessiana in zwei weiteren Puncten c, ^ ; es seien c% h' die entsprechenden 
Puncto. Die ersten Polarflächen der Puncte der Geraden ficb gehen durch 
zwei Kegelschnitte die in zwei Ebenen liegen, welche die Quadripolarfläche 
von p bilden und dm*ch p gehen (194). In dem Büschel dieser ersten Polar- 
flächen sind folgende Puncte diejenigen, deren Polarebene in Bezug auf diese 
Flächen constant ist: 1. die Puncte c',b' (Scheitel der Kegel des Büschels), 
deren Polarebenen in Bezug auf die Quadriflächen des Büschels bezüglich 
pb' und pc' sind, und 2. die Puncte von p, deren Polarebenen in Bezog auf 
die nämlichen Quadriflächen durch die Gerade c'h' gehen. Die Ebene ph* 
ist also die gemischte Polarebene der Puncte 2», c', das heisst, sie ist diö 
Polarebene von Ib in Bezug auf den Polarkegel von c', dessen Scheitel c ist 
Daraus folgt, dass die Ebene ph' durch c geht, und analog die Ebene pc* 
durch ^. 

Ist ausserdem x ein beliebiger Punct von p, so geht die Polarebene von 
je in Bezug auf den Polarkegel von c durch t'b'; mit andern Worten, tV 
liegt in der Polarebene von c in Bezug auf den Polarkegel von jr, dessen 
Scheitel p ist , das heisst, die Puncte p, r', h' sind in gerader Linie. Also : 

Wenn eine durch einen Doppelpunct p gezogene Gerade die Hessiana in 
c,h schneidet, so liegen die entsprechenden Puncte c',b' eber^eUls mit p in ge- 
rader Linie, und die Geraden th', c'h treffen sich airf der Geraden p, 

209. Diese Schlüsse gelten auch dann noch, wenn der Punct c anf 
eine Gerade p^ fällt, eine der Geraden auf der Hessiana aber von p (der 
p entsprechenden) verschieden, ebenso von p^ip^fP^ (die durch p gehen), 
nämlich einem Puncte p^ entsprechend, der etwa auf p^ liegt. Nun wird c' 
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der Doppelpuoct p^ und t* ist ein Panct der Geraden py Der nämliche 
Pnnct t* ist der Pol einer ersten Polarfläche mit einem Doppelpanct in b; 
nun haben aber die Nichtdoppelpuncte von p^^ als Quadripolarflachen Kegel 
mit dem Scheitel p^ , also ist d' der dritte Doppelpnnct p^ der auf p^ liegt, 
und folglich fällt \f auf die Gerade p^, 

Ist der Punct c auf p^ variabel, so bleiben die Pnncte c' (^^4) und 
b' (= Pg)) die beide auf der festen Geraden p^ liegen, unverändert, also wird 
b nicht aus p^ herausgehen. Daraus folgt, dass die Geraden p^ und p^ in 
einer Ebene liegen, die durch p geht. Diese Ebene muss ausserdem die 
Hessiana in einer Gnrve «weiter Ordnung mit Doppelpnnct in 9 schneiden; 
letxtere Curve ist also das System zweier Geraden, die nothwendigerweise mit 
p^ und p^ zusammenfallen. 

Der gemeinschaftliche Punct der Geraden p* ,p^ ist der Pol einer Qna- 
dripolarfläche mit Doppelpnnct in p^ und p^ das heisst einer Qnadrifläche, 
die aus zwei Ebenen besteht, die durch p^ gehen; also ist deri>^ Qi^^Ps ge- 
meinschaftliche Punct der Punct p^ (der auf p liegt). 

Die Geraden p^tP^tP^yp^ bilden also ein vollständiges ebenes Vierseü^ 
dessen Scheitel sechs Doppelptmcte der Hessiana sind, Zioei Gegenscheitel sind 
entsprechende Funde j das heisst, Jeder derselben Hegt anif der entsprechenden 
Geraden des andern. 

Wie gross ist die Zahl der Ebenen, die derjenigen analog sind, welche die 
vier Geraden p^^p^yP^tP^ enthält? Durch jeden der Puncte p gehen drei 
solche Ebenen, und jede Ebene enthält sechs Puncte p, die Zahl der Ebenen 

ist also -- = 5. 
6 

Oder auch anders: Zwei dieser Ebenen gehen durch jede der Geraden 
p und jede Ebene enthält vier Gerade p, die Zahl der Ebenen ist folglich 

_-ö. 

Diese fünf Ebenen bilden einen Pentaeder (zuerst von Stlvbsteb ent- 
deckt), dessen Scheitel und Kanten bessüglidi die zehn Puncte p und die zehn 
Geraden p sind. 

Von diesen fünf Ebenen gehen drei durch p und die andern durch p, 
also hat der gemeinschaftliche Scheitel dreier Seilenflächen des Pentaeders den 
Durchschnitt der beiden übrigen Seitenflächen zur entsprechenden Geraden. 

210. Will man das System dieser fünf Ebenen studieren, so ist es am 
Besten, dieselben durch die Zahlen 1,2)3,4,5 zu bezeichnen, in der Art, 
dass die zehn Scheitel p (Doppelpuncte der Hessiana) und die bezüglichen 
zehn Gegenkanten (entsprechen den Geraden p) bezeichnet sind durch: 

123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345 
[45, 35, 34, 25, 24, 23, 15, 14, 13, 12. 

Ein beliebiger Punct der Geraden 12 hat zur Quadripolarfläche einen 
Kegel, der dem Trieder conjugiert ist (194), das durch die Ebenen 3,4,5 
gebildet wird. Ebenso sind die Polarkegel, deren Pole beliebig auf den 
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Geraden 13,14,15 angenommen sind, den Triedern 245,236,234 becüglieh 
conjugiert. Daraus folgt , dass alle Quadripolarflächen des durch diese yier 
Kegel bestimmten Netzes, nämlieh die Quadripolarflächen aller Puncte der 
Ebene 1, ein und demselben Tetraeder conjugiert smd, nämlich dem Tetrae- 
der 2345. 

Die Ebenen 1, 2, 3, 4, 5 eind die einzigen, welche die Eigenechaft beeüzenj 
dose die Quadripolcurfiächen aller PuncU einer jeden von ihnen demselben Te- 
traeder (das durch die frier andern gebildet toird) conjugiert eind; weil man 
beweisen kann, dass, wenn die Quadripolarflächen eines Netzes ein und dem- 
selben Tetraeder conjugiert sind, die Kanten desselben in der Hessiana liegen. 
In der That ist diese Fläche die Jacobiana (189) des linearen Systems, das 
durch genanntes Netz und eine andere nicht zum Netze gehörige Quadri- 
polarfläche S bestimmt ist Nimmt man auf einer Kante des Tetraeders einen 
Funot an, auf der Gegenkante dort den Punct &, wo dieselbe durch die 
Polarebene von o in Bezug auf jS geschnitten wird, so sind die Puncte c, o* 
in Bezug auf alle Flächen des Systems conjugiert, und gehören abo der 
Hessiana an. 

211. Wir haben oben (196,201) bewiesen, dass jede Bitangente der 
Hessiana die Eigenschaft besitzt, die Enveloppe der Polarebenen der Puncte 
einer andern Geraden zu sein, welche die beiden entsprechenden Puncte der 
Fläche verbindet. Unter den Geraden, welche diese Eigenschaft besitzen, 
befinden sich die zehn Kanten des Pentaeders und die fünfzehn Diagonalen 
seiner Seitenflächen. Jede Kante, wie 12, entspricht einem Büschel Polar- 
kegel (194), dessen Basis das System der vier Geraden ist, welche im ent- 
sprechenden Puncte 345 zusammenlaufen; und umgekehrt (87): die Polar- 
ebenen der Puncte jeder dieser vier Geraden gehen durch die Gerade 12. Jeda 
Diagonale, wie {123} {145}, entspricht einem Bfischel von Quadripolarflächen, 
die nicht Kegel sind, deren Basis das System der vier Geraden ist, gebildet 
durch den Durchschnitt der beiden Ebenenpaare, welche die Quadripolar- 
flächen der Puncte 123, 145 darstellen, und umgekehrt: Die Pdarebenen 
der Puncte dieser vier Geraden gehen sämmtHcli dwrch die betrachtete Diagonale, 

212. Wir haben gezeigt, dass einer beliebigen Geraden pth durch den 
Doppelpunct p eine Gerade pt'h' entspricht (208), und aus dem Vorher- 
gehenden (209) folgt, dass, wenn die Gerade ptb in eine Seitenfläche des 
Trieders PiP^Ps ^^^^^y ^^^ Gerade pt'tf' mit der Gegenkante desselben Trieders 
zusammenfällt. Ist umgekehrt pth eine der Geraden Pi^p^yP^^ ^^ ib^ P^'^' 
eine beliebige unter den Geraden, welche durch p gehen und in der Ebene 
der beiden andern Geraden p liegen. 

Fällt pth mit ptV zusammen , das heisst, sind c, b zwei entsprechende 
Puncto, so ist pib (197) eine der vier Geraden, durch welche die Polarkegel 
vom Scheitel p gehen. 

Ist ptb in der Ebene pp gezogen, so fällt c' mit p zusammen, und folglich 
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osculiert jie Gerade pr'b' die Uessiana in )»; also erxeugt, wenn pc^ um p 
variabel ist in der Ebene pp, die Gerade pr'b' den Polarkegel von j?; und 
während c die Gerade i? durchläuft, und 5 eine cubisehe Plancurve mit Doppel- 
piVkct in p beschreibt, erzeugt der Punct h' den Kegelschnitt c, Durchschnitt 
de« genannten Kegels mit der Hessiana (206). Sobald ycb die Hessiana 
oscnliert, das heisst, wenn sie in p einen de? Zweige der cubischen Plancurve 
berührt , so fällt tf mit |^ zusammen , und folglich auch h' auf p. Daraus 
ergibt sich, dass die beiden Durchschnittspuncte des K^g^schnittes c mit 
der Geraden p den beiden Puncten der cubiscben Plancurve entsprechen, 
welche unendlich nahe p liegen. 

213. Verschiebt sich die Gerade pdlf in einer Ebene E durch y, so 
eraeugt die Gerade pc*h' einen Kegel, der durch p^tP^p^ geht, wegen der 
drei Geraden, in denen E die Seitenflächen des Trieders PiP^p^ schneidet 
(212). Dieser Kegel ist durch zwei andere Generatrizen bestimmt, weil zwei 
Gerade, die durch p gehen, die Ebene E bestimmen. Die Kegel, welche 
in dieser Weise zwei Ebenen E, E^ entsprechen, haben eine einzige gemein. 
Bchaftliche Generatrix (ausser p^tP^p^ nämlich die Gerade pt't'f welche der 
Durchschnittslinie ptt der beiden Ebenen entspricht Die Kegel, welche den 
Ebenen E entsprechen, sind also zweiter Ordnung. 

Wir haben so eine Trane/ormcUion der Figuren erhalten^ weldie aue Ge* 
roden (also auch aus Ebenen und Kegeln) gebildet vserden^ die von p ausgehen. 
Einer Geraden entspricht eine Gerade ^ einer Ebene entspricht ein Quadrikegelf 
dßT dem Trieder p^p^^ umgeschrieben ist, und umgekehrt. 

Sobald die Puncte c, c' und ebenso ib, b' in Bezug auf jede Quadrifläche 
coiyugiert sind, so sind die Geraden pcD, pt*l^' in Bezug a^f sämmüiche Polar* 
kegel vom jScheitel p conjugierL Diese Kegel bilden ein Büschel und gehen 
durch die vier Geraden, welche ihnen entsprechen, und diese vier Geraden 
bilden ein vollständiges Vierkant, dessen Diagonalgerade p-^y p^, p^ sind 
(Durchschnitte der Ebenenpaare, welche dem Büschel angehören, und die 
Quadripolarflächen der Puncte p^tp^tP^ sind). Also: Der Quadrikegelf der 
dem Trieder p^p^p^ umgeschrieben ist und einer Ebene E entspricht , ist [der 
Ort der Polargeraden dieser Ebene in Bezug auf die Kegel jenes Büschels, 
Folglich schneidet obiger Kegel die Ebenen p^p^j p^Pyt PiP^ längs der conju« 
gierten Geraden der Durchschnittsgeraden derselben mit E in Bezug auf die 
respectiven Geradenpaare p^,p^\ Ps*^!"» ^v Pr J^e''*elbe Kegel trifft die 
Ebene E längs zweier entsprechender Geraden, von denen jede eine Be- 
ruh rungsgeneratrix zwischen E und einem Kegel des Büschels ist; die Ebenen, 
welche durch p^ gehen und beeSglich durch zwei entsprechende Gerade, 
bHden ein harmonisches System mit den Ebenen p^p^iPiP^\ o. s. w. 

214. Wir betrachten einen Cubikegel (Kegel dritter Ordnung), der durch 
die sechs Geraden pPi^pp^tPP^^ P^^tP^^P^ geht und längs der drei letzten 
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durch die Polarebenen von p^, p^y p^ berührt wird '). Es sei pib eine Ge* 
neratrix dieses Kegels. Die Ebene pt schneidet die Hessiana und diesen 
Kegel längs zwei cubischen Plancurven, die sieben Puncte gemein haben, 
von denen drei dieselben Tangenten besitzen; diese cubischen Guryen fallen 
also zusammen« Das heisst: Der Cubücegel trifft die Heniana in einer Fkm- 
cume (dritter Ordnung), deren Ebene pc ist, und also noch in einer andern 
Plancurve (derselben Ordnung), deren Ebene ptf ist. Jede dieser beiden 
Ebenen gentigt offenbar, um auf eine einzige Weise den Cubikegel und die 
andere Ebene zu bestimmen; also bilden diese Ebenenpaare^ die die DurcK^ 
acknitteeurven der Heenana mit den Cfubikegeln des BüeaheU^ um das es sieh 
handelt, enihoiüenf eine Involution; die Doppelebenen derselben enthalten die 
Berfihrungscurren zwischen der Hessiana und zwei Kegeln des Büschels. 
Das heisst: Die Tangenten, u>eU^ man vom Puncte p aus an die Hessiana 
ziehen kann, bilden moei CMhegel, und die Berührungscurven befinden sich m 
zwei durch p gehenden Ebenen; das System dieser beiden Ebenen ist folglich die 
Quadripolarfläche des Punctes p. Also: Die Quadripolarßä<he von p besteht 
aus zwei Ebenen, welche mä denjenigen beiden Ebenen ein harmonisches Sgstem 
bilden, welche die beiden cubischen Pkmeurven enthalten, die ein und demselben 
Ctdnkegel des Büschels angeh^en. 

Unter den Kegeln dieses Büschels gibt es auch den, welcher durch die 
Ebene pp und den Polarkegel von p gebildet wird. Die Ebenen der Schnitte, 
welche denselben entsprechen, sind die Ebenen pp und die Polarebene von 
p. Ein anderer Kegel desselben Büschels ist das Trieder p^p^p^ das dorch 
diejenigen drei Seitenflächen des Pentaeders gebildet wird, welche in p zu- 
sammenlaufen. Die entsprechenden Schnitte liegen in den beiden andern 
Seitenebenen des Pentaeders, welche durch p gehen, und jeder von ihnen 
ist das System dreier Geraden. Hieraus zieht man, dass die beiden Ebenen, 
welche die Quadripolarfiäche von p darstellen, und die beiden Seitef^/läcken des 
Pentaeders, welche durch p gehen, ein harmonisches System baden, 

215. Die Ebenen pt,pt gehen bezüglich durch b',(' (208), folglich 
geht der Cubikegel des erwähnten Büschels, welcher durch pt'b geht, auch 
durch pt'V, das heisst (118), dieser Kegel entspricht sich selbst. Man schliesst 
hieraus und aus bekannten Eigenschaften der cubischen Plancurven '), dass die 
Tangentialebenen unseres Kegels längs zweier entsprechender Geraden pth, 
ptl^* sich in einer Generatriz des nämlichen Kegels schneiden; dass jeder 



1) Die analogen Gabikegel bilden ein Büschel, denn die gemeinsamen Bedin- 
gungen sind nenn Geraden äqniTalent, dnrdi welche das System der drei Ebenen 
P^V^^ViVvViV^ v<^ ^ System der Ebene pp und des Polarkegels der Geraden 
p gehen. 

V) Man kann in der That den Cnbikegel als Jaeobiana eines Nekses von Qoadri- 
kegeln Tom Scheitel p betrachten, dem das Polarkegelbüschel der Pnnele Ton p 
angehört. 
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Qoadrikegely der dem Trieder p^p^V^ nrogeschneben ist, den Cnbikegel läogs 
der drei Ber^hnrngsgeneratrizen schneidet, welche dieser Kegel mit ein und 
demselben Kegel zweiter Ordnung besitzt; und dass diese drei Generatrixen 
ein Trieder bilden, dessen Seitenflächen den Cnbikegel in drei neuen Geraden 
schneiden, welche in der Ebene liegen, welche dem ersten Quadrikegel ent- 
spricht. U. s. w.; n. s. w. 

216. Wir wollen jetzt noch einige Bemerkungen über die Folarfläche 
einer beliebigen Ebene E machen, welche durch den Doppelpunct p geht 
Da dieser Punct der Scheitel einer unbegrenzten Zahl von Polarkegeln ist, 
deren Pole die Pnncte von p sind, eo geht die Polarfläcke durch dieee Gerade 
und ist längs derselben durch cBe Polarebene von p berührt. Dieselbe Fläche 
geht ausserdem noch durch p und wird in diesem Pnncte von der Polarebene 
des Punctes x berührt, in dem E von p getroffen wird. Unter den Polar- 
Vegeln vom Scheitel y gibt es zwei, welche die Ebene E berühren; also 
(188): Die Polarftäche h<U zwei Doppelpuncte amf p. 

Die Quadripolarflächen, die durch p gehen, treffen E in Kegelschnitten, 
dit in p durch ein und dieselbe Gerade yt (Durchschnitt der Ebenen E und 
yp) berührt werden. Ein beliebiger Punct dieser Geraden ist für einen dieser 
Kegelschnitte ein Doppelpunct, das heisst, er ist ein Berührungspunct zwischen 
E wd einer ersten Polarfiäche durch p. Alle analogen ersten Polarflächen 
gehen daher durch die Gerade pt, und ihre Pole sind auf der Geraden ge- 
legen, welche den Durchschnitt der Polarebenen von |> und i bilden. Daraus 
ergibt sich, daee diese letztere Gerade der Polarßäche van E angehört. 

Diese Polarfläche berührt die Hessiana längs einer Raumcurve sechster 
Ordnung (158), die sich in unserem speciellen Falle in zwei Theile theilt, 
die Gerade p und eine Raumcurve fünfter Ordnung, die durch p geht. Diese 
Curve, als dem Schnitte der Ebene E auf der Hessiana entsprechend, bildet 
in Verbindung mit den Geraden p^yp^^p^ den vollständigen Durchschnitt 
dieser Fläche mit dem Quadrikegel, welcher der Ebene E entspricht (213). 
Der letztere Kegel schneidet daher die Polarflache von E nochmals in einer 
Geraden. In der That, sobald die Ebene E durch die entsprechenden Pnncte 
Py X der Hessiana geht, berührt sie in i ein Büschel von Quadripolarflächen 
(203), deren Pole auf einer Geraden durch p sich befinden, die in der Polar- 
fläche liegt; und diese Fläche wird längs jener Geraden durch die Polar- 
ebene von t berührt. Dieselbe Gerade enthält die beiden andern Doppel- 
puncte der Fläche, welche die Pole der beiden Kegel sind, die zu dem 
Büschel gehören. Diese beiden Kegel haben daher ihre Scheitel auf einer 
m der Ebene E durch p gehenden Geraden, welche der ersten Geraden 
entspricht 

217. Indem man diese Betrachtungen auf die Ebenen des Pentaeders 
12345 (210) anwendet» sieht man, dass die Kanten des Tetraeders 2345 die 
Curve sechster Ordnung (entsprechend dem Yierseit mit den Seiten 12, 13, 
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14» 15) bilden , längs dessen die Hessiana durch die Polai^liäche der Ebene 
1 berührt wird. Diese Fläche hat daher die Functe 234, 235, 245, 345 (die 
Scheitel des Tetraeders) su Doppelpuncten. Dieselbe Fläche enthält als reci- 
pioke Fläche der Stanersohen Fläche (188) drei andere Gerade die in derselben 
Ebene liegen. Diese Geraden sind (316) die Durchschnitte der Polarebeneu der 
Punctenpaare (123, 145), (124, 135), (143, 125), der Gegenscheitel des Vier- 
seits. Sie bilden gleichzeitig ein Dreieck o^b^Cj, von dem jeder Scheitel der 
Fol einer ersten Folarfläche ist, die die Ebene 1 berührt, und durch zwei Gegen- 
scheitelpaare des Vierseits geht; also sind die Diagonalen dieses Yierseits zn 
aweien combiniert die Durchschnitte der Ebene 1 mit den ersten Folarflachen 
der Functe a^, bj, Cj; das heisst, die Scheitel a'|, b'j, c\ des Diagonaldreiecks 
sind die Fole der Ebene ftib^Cy 

Der Ebene 2 entspricht ebenso eine Ebene a^b^^, welche die Folarebene 
jedes Scheitels des Dreiecks a'^b'^r', ist, das durch die Diagonalen des Vier- 
seits (21> 23, 24, 25) gebildet wird; u. s. w. für die übrigen Ebenen des Pen- 
taeders. Nun gehen aber die Ebenen, die vom Functe 345 aus durch die 
Diagonalen 

jl23Jil45|=bV'i, tl2^!}^3*l = ^i"'i' |125|jl34j=a'ib'j 
gezogen sind, auchi durch die Diagonalen 

jl23j|245| = b',c',, {I24}|235|=r',a'j, jl25j{234|=a'ab'a , 

weil die Punctenpaare 

(145,245), (135,235), (134,234) 
mit 345 in gerader Linie liegen; also treffen sich die Geraden (i\tL*^,h\b*^, 
c\c'.^ in demselben Functe 345. 

Da die Ebene tx^b^c^ die Polarebene der Functe a\, b'j, t\ ist, so folgt 
daraus, dass die Quadripolarflächc des gemeinschaftlichen Pnnctes dieser 
Ebene und der Geraden 12 ein Kegel ist, der durch die Puncte ti\jb'j,t\ 
und durch die vier Geraden (durch 345) geht, welche die Basis des Polar- 
kegelbüschels der Puncte von 12 bilden. Ebenso ist die Qnadripolarfläche 
des Functes, in welchem Cgb^Cj die Gerade 12 schneidet ein Kegel, der 
durch die Puncte a'^» ^'r f'2 ""^ durch dieselben vier Geraden geht. Nun liegen 
aber die Puncte 0*^,0*2; b'j, b'g; c\iC'2 mit dem Puncte 345, dem gemein- 
schaftlichen Scheitel beider Kegel, in gerader Linie ; die beiden Kegel fallen 
also zusammen, das heisst, die Ebenen a^bjC^ Ugb^fg treffen die Gerade 12 
in demselben Puncto.' Also: Die Ebenen a^bjC^ ajbjCj, ..., welche den Seiten- 
flächen 1,2,... des Pentaeders entsprechen^ hüden ein neues Pentaeder, dessen 
Kanten die entsprechenden Kanten des ersten treffen, und daher liegen die ßlnf 
Geraden, in denen sich die entsprechenden Seüenehem^ der beiden Pentaeder 
schneiden, in einer einzigen Ebene, 

218. Wir haben oben bewiesen, dass dem Schnitte der Hessiana durch 
eine Ebene E eine Raumcurve k sechster Ordnang entspricht (168). Es sei 
ein Punct von k, .0' der entsprechende Funct von E, Die Folargerade 
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der Ebene E in Bezug auf den Polarkege! von o tri^ die Hessiana nicht 
blo8 in o', sondern ancb in drei anderen Fnnoten 1, m, n. Die Ebene E ist 
also die gemischte Polarebene der Pnnctenpaare o, 1 ; o, m ; a, n, das beisst, 
sie ist die Polarebene von o in Bezng auf die Polarkegel von 1, m, n. E ' 
enthalt daher die Scheitel dieser drei Kegel, und folglich gehören die Pancte 
I, m,n der k an. Also: Die Polargeraden der Ebene E in Bezug auf die 
Polarkegd, deren Scheitel in dieser Ehene liegen, treffen jede die Raumcurte h 
in drei Puncten. 

Wie viel solcher Polargeraden der Ebene E gehen durch einen beliebigen 
Ponct von k ? Man muss einen Punct suchen, welcher mit o als gemischte 
Polarebene die E hat ; solcher Punct ist jeder Punct der Polargeraden von E 
in Hemg auf den Polarkegel von a. Diese Gerade trifft, wie man vorhin 
gesehen , die Curve k in drei Puncten 1, m, n ; und die Polargeraden von E 
in Bezug auf die Polarkegel von 1, nt, n gehen durch 0. Ee gibt also drei 
Polargerade, lodche durch einen beliebigen Punct von k gehen. 

Wie viel dieser Polargeraden trifft eine willkürliche Gerade ^? Oder 
anders, wie viel Puncte gibt es auf g, welche E als Polarebene haben in Be- 
zug auf einen Polarkegel, dessen Pol auf k liegt? Die Pole der Quadri- 
polarfläohen, in Bezug auf welche die Puncte von g die Pole von E sind 
(187), liegen auf einer cubischen Raumcurve, welche mit k acht Puncte ge- 
mein hat (121). Also: Die Polargeraden der Ebene E in Bezug auf die 
Polarkegel, deren Scheitel sich in dieser Ebene befinden, bilden eine Fläche 
achter Ordnung, Für diese Fläche ist k eine drtifaßke Ourve, denn in jedem 
ihrer Puncte kreuzen sich drei Generatrixen. Die nämliche Fläche geht durch 
die zehn Geraden p, weil jede dieser letztern als Polargerade einer beliebigen 
Ebene in Bezug auf die Quadripolarfläche des entsprechenden Pnnctes p 
betrachtet werden kann. 

Die Generatrixen der Fläche treffen die Ebene E in den Scheiteln der 
Polarkegel , also enthält die Fläche den ebenen Schnitt der Hessiana auf E. 
Sie enthält ausserdem noch vier Gerade, die auch auf E liegen. Es sind 
dies die Berührungsgeneratrizen von E mit den vier Polarkegeln, deren Pole 
die Doppelpuncte der Polarfläche von E sind (188). 

Ist E A\4 Ebene im Unendlichen, so sind die Polarkegel der Puncte 
von k Cylinder, unter denen diejenigen, welche E berühren, vier an der Zahl, 
parabolisch sind. Die Polargeraden von E werden die Axen dieser Cy- 
linder. 

219. Von welcher Classe ist die Efweloppe der Ebenen, welche die Fun- 
damentaffläche F^ in haiinonischen cubischen Curven achneidet ^)? Es sei ^ 
eine willkürliche Gerade, x ein Panct, welcher g und der Fundamentalfläche 



1) Eine Plancurre dritter Ordnung heisst harmonisch oder äquianharmoniaeh 
nach den Specialwerthen des constanten Doppelyerhftltnisses von rier Tangenten, 
die von einem beliebigen Puncte der Gurre ausgehen. Einleitung, No. 21, 131b. 
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gemein ist; man muss nun eine solche Ebene, welche durch g geht, suchen, dass 
die vier Tangenten, die man von x an F^ in dieser Ebene ziehen kann, ein 
harmonisches System bilden. Nun bilden die Tangenten, die man von x an 
F3 jdehen kann (67) einen Kegel vierter Ordnung, welcher, da er im Allge- 
meinen keine Doppelgeneratrizen hat, noch stationäre, von der zwölften Classe 
ist Indem man diesen Kegel und die Gerade g durch eine Ebene schneidet, 
erhält man eine allgemeine Curve c vierter Ordnung und einen Punct g. Eb 
handelt sich nun darum, von g eine Gerade zu ziehen, welche c in vier har- 
monischen Puncten schneidet. Man weiss aber i), dass dieses Problem sechs 
Anflösungen zulässt, also ist die gesuchte Enveloppe eine Fläche van der 
secheUn Claese, 

Auf die nämliche Weise findet man den Satz: Die Ebenen, weUhe die 
FundamenUdfläche in äguianharmonieohen cubiecfien Ourven eehneidenf umhiülen 
eine Fläche vierter Claeee. 

Eine cn bische Curve mit einer Spitze ist gleichzeitig ein Specialfall der 
harmonischen cubischen Curve und der äquianharmonischen. Also sind die 
beiden Flächen sechster und vierter Ckuse, welche wir eben betrachtet haben, 
in die Developpable (172) eingeschriebenf die durch die stationären Tangential-^ 
sbenen gebildet wird (das heisst, die der Fundamentalfläche längs der para- 
bolischen Curve umgeschrieben ist). 

Unter den Ebenen, welche die Fundamentalßäche in äqinanharmonis<Aen 
cubischen Curven schneiden, befinden sich auch die zehn m pp analogen Ebenen 
(207), dass heisst diejenigen, welche durch einen Doppelpunct und die ent- 
sprechende Gerade gehen. In der That ist die erste Polarfläche von p ein 
Ebenenpaar, dass durch p geht, und die ersten Polarflächen der Pnncte von 
p sind Kegel, welche die Ebene pp längs Geradenpaaren durch p in Invo- 
lution schneiden. Die Doppelstrahlen dieser Involution und die Gerade p 
bilden also die Jacobiana des Netzes von Kegelschnitten, längs deren die 
Ebene pp die Quadripolarflächen dieser Puncto schneidet. (Diese Jacobiana 
ist der Schnitt der Ebene pp durch die Polarfläche dieser Ebene). Wenn 
aber die Jacobiana des Netzes der Polarkegelschnitte das System dreier Gre- 
raden ist, so ist die Fundamentalcurve äquianharmonisch, folglich trifft die 
Ebene pp die Fundamentalfläche in einer äquianharmonischen cnbischen Curve. 



') Stbiiveb, Ueber solche algebraische Curven u. «. w, (Grelles Jonrnaly 
Bd. 47. S. 102). 
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CAPITEL HL 

DIE SIEBENUNDZWANZIG GERADEN EINER FLÄCHE 

DRITTER ORDNUNG. 

220. Eine BitaDgentialebene der Fundamentalfläche ^3 schneidet diese 
Fläche in einer cnbischen Curve mit zwei Doppelpuncten (den beiden Be- 
rGhrungspuncten) y dass heisst in einer Geraden und einem] Kegelschnitte. 
Die Zahl der auf F^ liegenden Geraden ist also gleich der Zahl der Bitan- 
genten, welche durch einen beliebigen Punct des Raumes gehen , oder auch 
gleich der Classe der developpablen Fläche, welche die Enveloppe der Bi- 
tangentialebenen ist. Diese Classe ist nun (67) gleich 27, also enthält eine 
Fläche drUter Ordnung im Allgemeinen 27 Gerade. 

Ist a eine dieser Geraden, so schneidet jede durch a gelegte Ebene 
die Fläche in einem Kegelschnitt und berührt sie in den beiden Durch - 
schnittspnncten dieses Kegelschnittes mit a (171). Lässt man die Ebene um 
a rotieren, so erzeugen die beiden BerÜhrungspuncte eine Involution^ deren 
Doppelpuncte die Berührungspuncte von a mit der Hessiana sind, oder was 
auf dasselbe hinausläuft, mit der parabolischen Curve. Unter den Ebenen, 
die durch a gelegt sind, gibt es (171) fUnf, welche F^ in einem Kegelschnitt 
mit Doppelpunct (zwei Gerade ausser a) schneiden; das heisst, durch jede 
auf der Fläche gelegene Gerade gehen fön/ Tritangentialebenen (zwei BerQh- 
rungspuncte auf der Geraden, der dritte ausserhalb). Umgekehrt rouss jede 
Tritangentialebene die Fläche längs dreier Geraden schneiden (eine cubische 
Curve mit drei Doppelpuncten) ; also : Eine beliebige Gerade auf der Fläche 
trifft 2.5=10 andere Gerade derselben Fläche , und die Zahl der Tritan- 
gentialebenen ist = 46. 

Sind a, &, e drei Gerade , die in derselben Tritangentialebene liegen, so 
gehen durch jede solche Gerade vier dreifache Tangentialebenen ausser eibc, 
jede dieser Ebenen enthält zwei neue Gerade, und man erhält so die 34.2 = 24 
Geraden, welche mit a, ^, c die Zahl 27 vervollständigen. 

221. Die neun Geraden, in denen sich die Seiten ebenen zweier gege- 
bener Trieder schneiden, bilden die Basis eines Büschels cubischer Flächen, 
zu denen auch die beiden Trieder gehören. Die Fläche des Büschels, welche 
durch einen gegebenen Punct ^ geht, erhält man auf folgende Weise: Eine 
beliebig durch p gelegte Ebene schneidet die neun Geraden in neun Puncten, 
welche als Durchschnittspuncte der Seiten zweier Dreiecke (Schnitte der 
beiden Trieder) die Basis eines Curvenbüschels dritter Ordnung bilden. Eine 
dieser Curven geht durch y und der Ort äUer analogen Ourven, welche man 
erhält, wenn man die Ebene um p dreht, iet offenbar die gesuchte eubis^ 
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Fläche, Es seien a^ d^, c^^; ^^^c^fC^^'^ ^sr ^s» ^i ^'® Geraden, in denen die 
erste , zweite , dritte Seitenfläche des ersten Trieders bezüglich die Reiten- 
flachen des zweiten schneidet; oder anders, es seien a^yb^tC^i'^ ^^tCnj ^'^ 
^127 ^r ^1 ^^^ Geraden, in welchen bezüglich die erste, zweite, dritte Seiten- 
fläche des zweiten Trieders die Seitenflächen des ersten schneidet; dann 
können wir folgende Tripel aufstellen 

*l»^2»*8' ^28' ^81» ^18? ^1>«2»*8' 

in jedem derselben hat man drei Gerade, welche sich nicht schneiden; die 
drei Geraden a^, 6^, c^ bestimmen ein Hyperboloid , welches die cubiscbe 
Fläche nochmals längs einer Curve / (dieselbe ist nicht eben) dritter Ord- 
nung schneidet. Eine beliebig durch a^ gelegte Ebene berührt das Hyper- 
boloid in einem Puncto x und die cubische Fläche in zwei Punoten (|, g^ 
Lässt man die Ebene um a^ rotieren, so ergeben die Puncto n^, g^ eine der 
einfachen Beihe der Puncto x projectivische Involution, und es gibt abo 
drei Fälle, dass ein Punct jr mit einem der entsprechenden Puncto q zu- 
sammenfällt. Das heisst: Das Hyperboloid und die cubische Fläche berühren 
sich in drei Puncten von a^, ebenso in drei Puncten von b^ und in drei 
Puncten von c^. Die Berührungspuncte zweier Flächen sind aber die 
Doppelpnncte ihrer Schnitte, also schneidet / jede der Geraden a^, d^, c^ in 
drei Puncten. Daraus folgt, dass l das System dreier Geraden ist, die 
flp b^y c^ schneiden ^). Analog schneidet jedes der Hyperboloide', welches 
den fünf andern Tripeln entspricht, die cubische Fläche in drei neuen Ge- 
raden; wir erhalten so 3.6 = 18 Gerade, welche mit den neun Durchschnitten 
der Seitenfläclien der gegebenen Trieder das System der 27 Geraden bilden. 

222. Ein Büschel von Flächen S zweiter Ordnung, dessen Basis eine 
Curve c vierter Ordnung sei, sei einem Büschel von Ebenen E, die sämmt- 
lich durch eine Gerade a gehen, projectivisch. Der Ort der Kegelschnitte, 
in denen die Flächen S durch die entsprechenden Ebenen E geschnitten werden, 
ist (113) eine Fläche F^ dritter Ordnung. Ihre Durchschnittspuncte mit einer 
beliebigen Geraden g erhält man auf folgende Weise. Die Gerade g trifft 
S in zwei Puncten S^* g^ ^°^ JE7 in einem Puncto jr ; die Punctenpaare SpS^ 
geben eine der einfachen Beihe der Puncto x projectivische Involution und 
es gibt, also dreimal ein Zusammenfallen eines Punctes jr mit einem ent- 
sprechenden Puncto Q. 

Die Fläche F^ geht durch die Basis der beiden erzeugenden Büschel 
(113), nämlich durch die Raumcurve c und die Gerade a. Jede Ebene E 
berührt F^ in zwei Puncten; es sind dies die beiden Puncto, in denen die 
Gerade a die E entsprechende Fläche S schneidet. Unter den Flächen 



1) Eine Yersllgemeinerniig dieses Satzes von Moutar» sehe man oben GO. An- 
merhmg *). 
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iS gibt es zwei, welche a berühren, das hetsst, ee gibt zwei Ebenen E, wekhe 
etMionäfe Ebenen sind. Jede Ftäehe S berfihrt F^ io yier Pancten, nämlich 
in denjenigen, in welchen die Raumoarve c durch die «S entsprechende Ebene 
getroffen wird. 

Unier den Ebenen E gibt es fünf (171), toekhe die enispreehende Fläche 
S beHIhren ; jede dieser Ebenen ist also eine Tangentialebene Ton F^ in drei 
Pnncten und schneidet diese Fläche in swei Qeraden ausser a. Indem man 
von einer beliebigen solchen Tritangentialebene ausgeht, findet man das voll- 
ständige System der 27 Geraden wieder, wie oben (220). 

228. Wir wollen jetct yoraussetsen, die Ebenen E seien die Polarebenen 
eines festen Punctes p in Bezug auf die Quadriflächgi aS'; demn ist der Ort 
der Berührungscurven sneisehen den QuadrißätAen des Büschels und den «m- 
gesdkriebenen Kegeln vom Scheiteil p eine cubische Fläjie F^ , welche durch die 
Btsis des Büschels geht und auch durch den Pnnct |», wegen derjenigen 
Qnadrifläche «9, welche durch p geht. Die Ebenen E der Berührungscnrven 
gehen durch ein und dieselbe Gerade a, welche also auf der Fläche F^ liegt. 

In dem Büschel Qnadriflächen gibt es vier Kegel , und für jeden der- 
selben zerfällt die BerÜhrungscurve in zwei Gerade, die in einer Ebene durch 
a liegen. Die Fläche Sy die durch p geht, wird von der Polarebene von p 
in zwei Geraden geschnitten, die sich in p kreuzen, und deren Ebene durch 
a geht. Wir haben so 10 Gerade erhalten, welche paarweise in Ebenen 
liegen, welche durch a gehen. 

Indem wir die beiden in p gekreuzten Geraden betrachten, sehen wir 
jede in zwei Puncten auf der Raumcurve o aufstehen, und durch die Gerade, 
welche sie verbindet, kann man vier Tangentialebenen von o ziehen. Jede 
dieser Ebenen berührt in demselben Puncto, in dem sie berührt, auch die 
Fläche F^y weil die Gerade, welche p mit dem Berührungspuncte verbindet, 
in dem letztem Puncto F^ berührt, und mit der Tangente von t die Tan- 
gentialebene von F^ bestimmt. Jede dieser Ebenen ist also dreifache Tan- 
gentialebene und schneidet folgtich F^ in zwei neuen Geraden. Wir erhalten 
so 2.4.2 = 16 Gerade, welche mit den 10 schon erhaltenen und mit a zu- 
sammen das System der 27 Geraden vervollständigen. 

224. Wir wollen ein lineares Ebenensystem dem Systeme der Puncto 
des Raumes projectivisch nennen, sobald einem beliebigen Puncto jr eine ein- 
zige Ebene X entspricht, und umgekehrt jeder Ebene X ein einziger Punct 
jr; wenn ferner den Pnncten jr einer Ebene X* die Ebenen X eines Netzes 
entsprechen, welche durch ein und denselben Punct j^ gehen, und folglich 
den Puncten jr einer Geraden die Ebenen A' eines Büschels. Umgekehrt ent- 
sprechen den Ebenen X eines Büschels die Puncto jr einer Geraden, und 
den Ebenen X, welche durch einen Punct j^ gehen, die Puncto jr einer Ebene 
X^, Die Puncte %* und die Ebenen X* bilden zwei neue projectivische 
Systeme. 
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Man habe drei lineare Ebenensysteme, die sowohl unter eich ala auch 
mit dem Systeme der Puncte des Raumes projectivisch sind, in der Art, dias 
jedes der vier homologen Elemente X^,X^,X^f % die drei andern eindeutig 
bestimmt. Es sei jr' der gemeinschaftliche Punct der drei Ebenen X^ X^^ JT^, 
dann bestimmen sich die Puncte x,x' einer aus dem andern eindeutig; denn 
wenn jr' gegeben ist, so geht durch diesen Punct im Allgemeinen ein einaiges 
Tripel entsprechender Ebenen X^^X^^X^, denen ein einciger Punct % ent- 
spricht (er entsteht durch den Durchschnitt der drei Ebenen X*^,X*^jX*^ 
welche dem Puncte jr' entsprechen). Man kann % und x* äU homologe 
Puncte ziüeier projecHviacker Räume auffassen, und wir wollen die Curven und 
Flächen zu bestimmen suchen, welche in einem dieser Baume den Geraden und 
Ebenen des andern ensprechen. 

Durchläuft x eine Ebene E, so erzeugt jede der Ebenen X ein Nets; 
man erhält so drei projectiyische Netze, von denen drei entsprechende Ebenen 
sicli in jr' schneiden. Der Ort von jr' ist also (127) eine Fläche F^ dritter 
Ordnung. Daraus folgt, dass die Puncte dieser Fläche einMdn den Puneien 
der Ebene E entsprechen. 

Alle cubischen Flächen F^ entsprechend den Ebenen E des ersten Baumes, 
bilden ein lineares System und gehen durch dieselbe Raumeurve h der sechsten 
Ordnung (136), Ort eines Fundes, durtA weUhen drei entsprechende Biisehei 
von Ebenen X hindurchgehen. Also entspricht einem beliebigen Puncte x* von 
Je anstatt eines einfachen Fundes jr eine Gferade x. 

Beschreibt x eine Gerade, dann bilden die Ebenen X drei projectivische 
Büschel; folglich (122), ist der Ort von x* eine cubische Raumcurve, Diese 
Curve bildet mit k zusammen den vollständigen Durchschnitt zweier Flächen 
F^ , welche zwei Ebenen E, entsprechen, welche durch die gegebene Gerade 
gehen. 

Eine Gerade und eine Ebene des ersten Baumes haben einen Punct x 
gemein; der Punct x\ welcher ihm entspricht, muss auch auf eine einzige 
Weise aus dem Durchschnitte der Curve und der Fläche, welche bezQglich 
der Geraden und der Ebene entsprechen, sich ergeben. Diese Curve und 
Fläche sind aber beide von der dritten Ordnung, und haben also neun Puncte 
gemein. Yon ihnen gehören (121) acht der Curve k an, und der neunte istx'. 

Daraus, dass die cubische Baumcurve, die einer beliebigen Geraden ent- 
spricht, k achtmal trifft, folgt, dass diese Gerade von allen Greraden x ge- 
troffen wird, welche den acht Pnncten x' von k entsprechen. Das heisst, 
die Geraden x des ersten Raumes, welche den Funden der Raumcurve k ent- 
sprechen, bilden eine Fläche acliten Grades, 

Drei Ebenen E schneiden sich in einem Puncte x^ also haben drei Flächen 
F^ ausser der Curve k nur noch einen einzigen Punct jr' gemein. 

Umgekehrt: Beschreibt der Punct jr' im zweiten Baume eine Gerade, 
so erzeugt der Panct x eine cubische Baumcurve, denn der Ort von x wird 
von einer willkürlichen Ebene E in ebensovielen Pnncten getroffen, als die 
gegebene Gerade mit der Fläche F^ Durchschnittspnncte hat, welche dieser 
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Ebene entspricht. Ist jr' auf einer Ebene E variabel, so erzeugt jr eine 
cnbische Fläche F'^- in der That wird der Ort von x durch eine beliebige 
Gerade in den Puncten getroffen, welche den Durehschnittspuncten der Ebene 
E* mit der Curve entsprechen, welche dieser Geraden entspricht. Und sobald 
der Punct x der Durchschnitt dreier homologer Ebenen X'^jX'^^X*^ dreier 
£a dem Systeme der Puncto x' des zweiten Raumes projectivischer Systeme 
ist, so folgt, dass F*^ als Ort der Puncto x construiert werden kann, die drei 
entsprechenden Ebenen dreier projectivischer Netze gemein sind. Folglich 
bilden die Flächen F'^y welche den Ebenen des zweiten Raumes entsprechen, 
selbst ein lineares System und gehen durch ein und dieselbe Raumcurve k' 
sechster Ordnung. Jedem Puncto x derselben entsprechen die Puncto x* 
einer Geraden x' *). 

225. Es sei x* ein Punct von k, der allen Ebenen ^Y^ , X^ , A'3 dreier ent- 
sprechender BUschel geroein sei, deren Axen a^, a^, a^ sein mögen; und es sei 
X die Gerade, welche die diesen Ebenen entsprechenden Puncto t enthält, das 
heisst die gemeinsame Gerade der Ebenen X\f X'^, X*^^ welche x' entsprechen. 
Jedes Tripel homologer Ebenen, die bezüglich durch a^, a^, a^ gezogen sind, 
entspricht einem Puncto x von x, in der Art, dass der auf x variable Punct 
X stets den festen Punct x* als homologen Punct hat; unter diesen Tripeln 
gibt es aber drei, von denen jedes aus drei Ebenen durch ein und dieselbe 
Gerade besteht. In der That, der durch die projectivischen Büschel (a^), (a^) 
erzeugte Kegel (151), und der Kegel, welcher in analoger Weise durch die 
(^1)7 (^s) erzeugt wird, haben drei Gerade gemein ausser der gemeinschaftlichen 
Aze o^; jede derselben ist folglich der Durchschnitt dreier entsprechender 
Ebenen X^y X^, X^. Also besitzt x drei Puncto, von denen jeder einer Geraden 
entspricht , die durch x* geht, oder mit andern Worten, x steht auf k* in drei 
Puncten auf, denen drei Gerade x* die durch x gehen, entsprechen. Analog 
findet man : Jedem Puncte x von k' entspricht eine Gerade sc', die <mf k in 
drei Funden aufsteht, und die Geraden x, welche diesen Funden entsprecJien, 
kreuzen »ich in x. Das heisst: Trifft eine Gerade die Curve k in drei Puncten, 
so gehen die drei Geraden, welche diesen Funden entsprechen, durch ein und 
denselben Punct x von k* und bilden ßtr sich allein die der gegebenen Geraden 
entsprechende cubische Curve, in der Art, dass jedem andern Puncte der- 
selben der feste Punct x entspricht. 

Beschreib^ der Punct x' eine Gerade g, so geben die Ebenen X '^, X'p X'^ 



1) In dem speciellen Falle, dasi X^^X^^X^ die Polarebenen des Panctes x 
in Bezug auf drei feste QaadriflAchen sind, haben die Puncte XtX' eine rlJllig 
reoiproke (involtUorische) Beziehung, und einer Ebene E entspricht, zu welchem 
Baume man sie auch als angehörend betrachtet, eine einzige Fläche F^, Ort der 
Pole der Ebene E in Bezug auf die Flächen des durch die drei gegebenen Quadri- 
fl&chen bestimmten Netzes (128). Unter dieser Bedingung fallen auch die Curven 
k, k' zusammen, und es wihrde unnütz sein, die beiden Bäume zu unterscheiden. 
GasMOVA, OberflSohen. 12 
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drei projecti vischen Büscheln Entstehnng, und folglich ist der Ort von x, wie 
wir es schon oben (224) bewiesen haben, eine cnbiscbe Rauracurve, die den 
drei Hyperboloiden gemein ist, welche die drei Büschel eu zwei und swei 
genommen erzeugen. Diese Curve zerlegt sich: 1. in einen Kegelschnitt und 
eine Gerade x, sobald g die Curve k einmal trifft; 2. in drei Gerade (zwei 
derselben a;^ or^, die sich m'cht schneiden, werden durch die dritte geschnitten), 
sobald g die Curve k zweimal trifft; 3. in drei Gerade x^yX^^x^ (von dem- 
selben Puncte von k' ausgehend), wenn g die Curve k dreimal schneidet. 
Abstrahieren wir von den Geraden x, welche den Puncten von k entsprechen, 
so können wir sagen, dasa der Geraden g eine cubische Raumcurve, ein Kegel- 
seh mit j eine Gerade oder ein Punct entspricht, Je nachdem g mit k 0, 1, 2, 3 
Puncte gemein hat. 

Hieraus folgt, dass g^ wenn sie auf der Fläche F^ liegt, k wenigstens 
einmal trifft, da die g entsprechende Linie auf der Ebene E liegen muss, 
welche F^ entspricht. Also: Betrachtet man drei Gerade , die in derselben 
dreifachen Tangentialebene von F^ liegen , so können nur folgende zwei Fälle 
eintreten : entweder treffen die drei Geraden k in je 2 yPuncten, oder sie treffen 
diese Curve bezüglich in 1, 2, 3 Puncten. 

226. Es sei F^ die cubische Fläche, welche einer gegebenen Ebene E 
entspricht; diese Ebene schneidet die Raumcurve k* in sechs Punoten 
Oi> ^2* ^s> ^4' ^6* ^6' ^^^^^® ^^^ Tundamentalpuncte nennen wollen. Betrachten 
wir nun diese Puncte als ebensoviele Lagen von x, eo liegen die sechs entsprechen- 
den Geraden ^'=«i, «2» "8> ^4» ^6» ^6 C^'*® ^^^ homologen Puncte x') cuif F^ 
und stehen jede auf k in drei Puncten auf. Man sieht auch leicht, dass den 
verschiedenen Puncten der Geraden a^ die Puncte der Ebene E entsprechen, 
welche dem Fundamentalpuncte a^ unendlich nahe sind, das heisst, dass die 
Reihe der Puncte x* auf a^ dem Büschel von Geraden projectivisch ist, 
welche in der Ebene E durch a^ gehen. 

Die übrigen Geraden von ^3 treffen k entweder in zwei oder in eineoa 
Puncte, und entsprechen also bezüglich geraden Linien oder Kegelschnitten 
in der Ebene E (225). Im ersten Falle muss die Gerade in E ebenfalls 
zweimal k' treffen. Nun gibt es in der Ebene E fünfzehn Gerade, die mit 
dieser Raumcurve zwei Puncte gemein haben, nämlich: 

02^8 » *3^1 ' *l"2 ' ^6*6 » *6*4 » *4^6» ^l^A * ^iH ' ^1*6 » ^2*4 ♦ ^2^6 • Ms» ®8*4» •s*» » •s^ 

und F^ enthält also auch fünfzehn Gerade : 

^28» ^31» ^12' ^6» ^64» ^46' ^14» ^IS» ^16» ^24» So» Sö» ^34» ^6 » ^86' 

von denen jede auf k in zwei Puncten aufsteht. 

Die Geraden a^ und r«^ (wo pt o die Indices zweier Fundamentalpuncte 
sind) treffen sich in einem Puncte, welcher der Richtung O/^a^, die von a^ aus- 
geht, angehört; die Ebene dieser Geraden, trifft folglich F^ in einer dritten 
Geraden , die nur einen einzigen Punct mit k gemein hat ; wir wollen sie 
durch b^ bezeichnen. Dieselbe Ebene trifft die sechs Geraden a, von denen 
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zwei, a^fü^, durch Cp^ geschnitten werden, da die entsprechende Gerade 
durch die Puncte Oo, a^ geht; folglich wird b^ ausser Op noch vier andere 
Gerade mit Ausnahme von a^ schneiden. Daraus folgt, dass der b^ ent- 
sprechende Kegelschnitt durch fünf Fundamental puncte geht, mit Ausnahme 
von a^. Also enthält F^ sechs neue Oerade 

*1> *2i *8» *4» Ä6' *C 

die h nur in je einem Funde treffen, und den Kegelschnitten 

«sMiMe» «i^sMö««» «i«9*4M6' «iMsMc «i*i«3*4Ö6» «iMsMä 
entsprechen, welche man durch die Fundamentalpuncte zu je fünf genommen 
beschreihen kann. 

227. Das sind also die 27 Geraden der Fläche F,. Nach dem Vor. 
hergehenden (225) enthält jede dreifache Tangentialebene entweder eine Ge- 
rade a, eine Gerade b und eine Gerade c oder drei Gerade c, und folglich liegen 
zwei Gerade a oder zwei Gerade b niemals in ein und derselben Ebene. 

TrilBft eine Gerade b oder c die Gerade a^, so muss der entsprechende 
Kegelschnitt von b oder die entsprechende Gerade von c durch den Funda- 
mental punct a^ gehen. Also treffen sich zwei Gerade a^, b^ immer, sobald 
die Indices ^, <r verschieden sind, und treffen sich nicht, wenn sie denselben 
Index haben. Jede Gerade Op trifft ausser den fünf Geraden b mit anderm 
Index die fünf Geraden Cp^ welche einen Index haben, der gleich p ist. 

Haben zwei Linien auf E einen gemeinschaftlichen l^unct x, so haben 
die entsprechenden Linien auf F^ den homologen Punct x' gemein; gehen 
aber die ersten Linien zugleich durch einen Fundamentalpunct a^, so zeigt 
das nur an, dass die Linien auf F^ beide durch die Gerade a^ in den Puncten 
getroffen werden, welche den Richtungen der ersten Linien im Puncte a^ 
entsprechen. 

Es folgt hieraus, dass zwei Gerade c, und ebenso eine Gerade b und 
eine Gerade c sich treffen, wenn die entsprechenden Linien einen von den 
sechs Fnndamentalpuncten verschiedenen Durchschnittspunct haben. Die Ge- 
rade bp trifft also alle Geraden c die einen Index p haben; und zwei Gerade 
c schneiden sichf wenn aUe Indices derselben verschieden sind. 

Es ist jetzt sehr leicht, die 45 Combinationen von je drei Geraden zu 
finden, welche in derselben Ebene liegen. Die Ebene ^ welche durch Op uml 
bff geht, enthält auch Vp^ und letztere Gerade Hegt auch in der Ebene a^bp^ 
denn die Symbole Cp^ und r^^ drücken ein und dieselbe Gerade aus, nämlich 
die, welche der Geraden entspricht, die durch die Puncte 0/», a^ geht. Endlich 
sind drei Gerade c in einer Ebene, wenn ihre Indices alle sechs Zahlen 1 , 2, 3, 4, 5, 6, 
enthiolten. 

Wir geben hier eine Zusammenstellung der fünfundvierzig Tripel von 
Geraden, welche in den dreifachen Tangentialebenen liegen. 
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a h c 

1 2 12 


"ASi 


a 5 c 

8 1 «1 


a 5 c 
"4 1 41 


ade 

6 1 51 


a b c 
6 1 61 


u h c 

1 8 18 


«»^'m 


3 2 82 


a b c 
i 2 42 


a b c 

6 2 52 


«6*2^62 


a h c 

1 4 14 


a 5 c 

2 4 94 


a b c 

8 4 84 


a b c 

4 8 48 


a b c 

5 8 68 


^^^6» 


a b c 

1 6 16 


a 6 c 

2 6 «6 


«8^S5 


«4^^46 


a b c 

6 4 64 


ade 

6 4 64 


a b c 

1 6 16 


2 6 26 


«8^S6 


«4^6^46 


a b c 

6 6 56 


a 6 e 

6 6 66 



/• c c 
na 84 66 


c c c 

18 24 56 


^14^28^56 


c c c 

16 28 46 


c c c 

^^16 28 46 


c c c 

12 86 46 


^13^25^46 


^14^25^86 


c c c 

15 24 86 


c c c 

16 24 86 


c c c 

18 86 45 


^18^6^46 


c c c 

14 26 85 


^15^26^84 


c c c 

16 26 84 



228. Man zieht hieraus mehrere interessante Bemerkungen. Zum Bei- 
spiel : Zwei Oerade, die nicJit in derselben Ebene liegen, wie a^, b^ werden von 
den nämlichen fünf Geraden geschnitten (^12» ^13? ^14» ^15» ^le)* Unter den 
andern zwanzig Geraden gibt es fünf, welche nur a^ schneiden, fünf, welche 
nur b^ schneiden, und zehn, welche weder die eine noch die andere Gerade 
Oj, dj treffen. 

Drei Gerade, welche sich nicht schneiden, wie a^, a^, a^, werden durch die 
nämlichen drei Geraden {b^, b^, b^ getroffen, und es gibt sechs Gerade 
{%i %> ^6' ^66' ^64' ^45)' welche weder a^ noch a^ noch a^ schneiden. 

Vier Gerade, welche sich nicht schneiden, wie aj,a.,ag,a^ werden von 
zwei Geraden getroffen {b^, b^, und werden von drei Geraden nicht geschnitten 

(«6' ^6» ^66)- 

Zwei Systeme Ton je sechs Geraden, wie 



«1» «2» «s> «4» «6' ^6 



*1 > *2 » ^8 » *4 > *5 ' ^6 » 

in denen je zwei homologe Gerade sich nicht schneiden und zwei nicht homo- 
loge Gerade sich stets schneiden, bilden das, was man nach SchlIfli '), 
ein Doppelsechs nennt. Fünf Gerade, wie flfj, ö^, a^, a^, a^, welche dem- 
selben Sechstupel angehören, werden von einer einzigen Geraden {b^ ge- 
schnitten und eine andere Gerade {a^ trifft sie nicht. Aber fünf G&ade, 
welche, ohne sich zu schneiden, nicht demselben Sechstupel angehören, wie 
dyy et^y a^, a^y c^, werden von zwei Geraden (b^yb^ geschnitten, und es 
gibt keine Gerade, welche nicht eine oder die andere dieser fünf Geraden 
schnitte. 

229. Die ErzeugungKweise, welcher wir uns für die Fläche F^ bedient 
haben, hat uns ganz natürlich auf das Doppelsechs geführt, welches aua den 



1) An attempt to determine the iwenty-seven lines upon a surfaee 0/ the third 
Order ete, (Quarterly Journal of Mathematics. T. II., 1858)* 
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181 



Geraden a, b gebildet ist. Man kann aber die 27 Geraden noch auf andere 
Weise verbinden, nm dadurch ein Doppelsechs m bilden. Bin DoppeUedis 
ist durch zwei homolog Gerade, wie Oj > ^^ , bestimmt, denn die fünf Geraden, 
welche ^^ schneiden ohne a^ zu treffen, und die fUnf Geraden, welche a^ 
treffen ohne &i zu schneiden, yervollständigen die beiden Sechstupel des 
Doppelsechs. Daraus l'ässt sich die Zahl der Doppelsechs ableiten, die man 

aus den 27 Geraden bilden kann. Jede dieser Geraden wird von sechszehn 

27.16 
andern Geraden nicht getroffen; es gibt also — ^— Geradenpaare, welche 

sich nicht treffen. Jedes Paar bestimmt ein Doppelsechs ; jedes Doppelsechs 

enthält aber sechs homologe Geradenpaare; also ist die Zahl der Doppelsechs 

27 16 
gldch q' =:36. Hier eine Tabelle dieser sechsunddreissig Doppelsechs: 
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230. Wir haben gesehen, daM der Ort des drei entsprechenden Ebenen 
dreier projectivischer Netze von Ebenen gemeinschaftlichen Pnnctes eine 
Fläche dritter Ordnung ist, deren Pnncte einzeln den Puneten einer festen 
Ebene entsprechen« Umgekehrt kann man beweisen, dass eine beliebig^ (all- 
gemeine) Fläche F^ dritter Ordnung durch drei projecUvieche Ebenenneize er- 
zeugt werden kann (and zwar auf unendlich viel verschiedene Arten) '). 

Seien a^,a^,a^ drei Gerade der gegebenen Fläche F^, die sich nicht 
schneiden (221). Eine beliebig durch a^ gezogene Ebene A^y und eine zweite 
Ebene A^ durch a^ gezogen, treffen F^^ in zwei Kegelschnitten, die einen 
Punct gemein haben, (denn die Puncte, in welchen die Gerade A^^A^ die 
beiden Kegelschnitte schneidet, müssen die drei Durchschnittspuncte dieser 
Geraden mit F^ darstellen); durch diesen Punct und durch a^ legen wir 
eine Ebene Ay Man erhält so drei Ebenenbüschel, welche unter sich die- 
jenige Beziehung haben, welche August ^) duploprojectivisch nennt; das 
heisst: Nimmt man in zwei Büscheln beliebig je eine Ebene an, so ist die 
entsprechende Ebene des dritten Büschels auf eine einzige Art bestimmt. 
Die Fläche F^ ist der Ort des drei entsprechenden Ebenen gemeinsamen 
Punctes. 

Eine Tritangentialebene, die durch a^ gelegt ist, trifft a^ und a^ in zwei 
Puneten, welche den beiden Geraden der Fläche F^ angehören, welche die Ebene 
ausser a^ entliält. Es gibt nun zwei mögliche Fälle: Entweder die dreifache 
Tangentialebene enthält eine Gerade, welche a^ und a^ schneidet, und eine 
andere, welche weder a^ noch a^ trifft ; oder aber sie enthält zwei Gerade, 
deren eine a^ schneidet und die andere a^ Es gibt (221) drei Gerade, 
welche a^fa^ und a^ schneiden, also ist die Zahl der Ebenen zweiter Art 
gleich sncei. Es seien ^3)^13; <^]2y^s ^^® in diesen Ebenen enthaltenen Ge- 
raden, und zwar seien b^ , c^^ durch a^ geschnitten und die andern durch 
a^ Die Geraden b^,a^ treffen b^^fQ^ nicht, und es liegt also die Gerade 
c^, welche den Ebenen b^a^j b^a^ gemein is^ auf der Fläche. Ebenso 
treffen sich die Ebenen c^^a^ , c^^a^ in einer Geraden b^ der Fläche. Man 
bezeichne die sechs Ebenen 

■ 

«lVl2> «1V18' SV2a» Vl^l2'' Vl^IS» ^2^2« 

bezüglich durch die Buchstaben 

Den Ebenen A>j,«^'2 entspricht (bei duploprojectivischer Beziehung) eine 
unbestimmte Ebene durch a^, denn diese beiden Ebenen schneiden sich in 
einer Geraden der Fläche. Ebenso entspricht den Ebenen X^^A>'^ eine be- 
liebige Ebene durch a^\ u. s. w. 



1) Man abstrahiert hierbei Ton der Realit&t der in Betracht kommenden Elemente. 
8) DisquUitionea de superfdebxii tertii ordinu (Dissert inaug. ; Berolini 1862). 
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Eb sei E eine feste Ebene und mit, nl, Im drei in dieser Ebene ge- 
zogene Gerade. Man nebme an, die Gerade mn sei dem Büscbel (a^), d. h. 
dem Büschel, dessen Aze a^ ist, projectivisch (homographisch) getheilt, in 
der Art, dass den Fancten m, n, I^ die drei Ebenen Jlej , Jlo'^, A^^ entsprechen; 
ebenso sei die Gerade nl dem Büschel (a^) so projectivisch getheilt, dass 
den Puncten n, 1, OIq die Ebenen Jlog, »lU'j» ^^^3 entsprechen; und die Gerade 
Im so projectivisch dem Büschel (a^), dass die Puncte 1, m, tt^ den Ebenen 
*^8» ^*Sf ^\ entsprechen, und man nehme ausserdem noch an, dass die Ebenen 
A^^f A^^j Ä^^ in der duploprojecti vischen Beziehung sich entsprechen (das 
heisst, dass sie sich in einem Puncte jt^ von F^ schneiden), und dass die 
Geraden Uq , mntQ , nttg in demselben Puncte Xq von E zusammenlaufen. 

Nun gibt ein beliebiger Punct x der Ebene E mit den Puncten 1, m, n 
verbunden drei neuen Geraden Entstehung, welche mn, nl, Im in drei neuen 
Puncten I, nt, tt treffen; diesen Puncten entsprechen dann in den Büscheln 
(a^)f (a^), (a^) drei Ebenen A^yA^^A^, deren gemeinsamer Durchschnittspunct 
x' sei. Was ist dann der Ort des Punctes jr'? 

Wenn t ein beliebiger Punct einer willkürlich im Räume angenommenen 
Geraden ist, so kann man durch diesen Punct eine Ebene des Büschels (a^) 
und eine des Büschels (a^) legen. Die entsprechende Ebene des dritten 
Büschels schneidet dann die willkürliche Gerade in einem Puncte i\ Nimmt 
man aber umgekehrt auf dieser Geraden beliebig den Punct t' an, und lässt 
dadurch eine Ebene des dritten Büschels gehen, so bestimmen die Ebenen- 
paare der beiden andern Büschel, welche man als entsprechend betrachten kann, 
auf den Geraden zwei homographischer Punctreihen. Jeder der beiden sich 
selbst entsprechenden Puncte dieser Reihen ist ein Punct i, durch den je zwei 
Ebenen der Büschel (a^) und (a^) gehen, entsprechend der durch i' gelegten Ebene 
des dritten Büschels. Auf der willkürlichen Geraden gibt es danach dreimal 
den Fall, dass ein Punct t mit einem Puncto t' zusammentrifft, das heisst 
drei Puncte des Ortes; mit andern Worten, der Ort des Punctes x' ist eine 
Fläche dritter Ordnung. 

Diese Fläche geht durch die drei Geraden a^fa^fO^f die Axen der 
drei duploprojectivischen Büschel, denn jeder Punct dieser Geraden liegt 
offenbar in drei entsprechenden Ebenen. Aber das ist noch nicht genug. 
Wenn die Puncte I, m bezüglich die Lagen l, m annehmen, so wird der Punct 
tt unbestimmt. Nun entsprechen den Puncten m von mn und 1 von nl die 
Ebenen •!• j^ , «Hd '^ der Büschel (a^), (öTj), also ist die Ebene des dritten Büschels, 
welche diesen Ebenen entspricht, unbestimmt. Daraus schTiesst man, dass 
die Gerade c^^, die den Ebenen Xjf^'2 gemein ist, vollständig auf dem 
Orte von jr' liegt. Das nämliche Raisonnement besteht für die andeni Ge- 
raden in denen die Ebenen «H^, «fto^, Jl^ die Ebenen JU'j, «fio',, alU'3 treffen. 
Der Ort von x' und die gegebene Fläche haben also neun Gerade und 
einen Punct jr'^ gemein, das heisst, der Ort von x* fällt mit der Fläche F^ 
zusammen. 
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Einem beliebigen Puncto % der Ebene E entspricht auf diese Weise 
ein Pnnct von F,. Umgekehrt bestimmt ein beliebiger Punct x' dieser Fläche 
drei Ebenen 

jr'a, = iij, jr'o, = A^, x\ =iA^, 

dsnen drei Paocte auf nttT; til, Im entsprechen. Diese Puncte bezüglich mit 
1, m, n verbunden geben drei im Puncte jr zusammenlaufende Gerade. 

Man betrachte die drei Tripel correspondierender Ebenen 

(Oj) A^ , A'j , -4' j ; 

(öj) A^ , A*^ , -4^3 ; 

von denen jedes durch die beiden andern, die willkürlich bleiben, bestimmt 
ist. Sind aber diese Tripel einmal gewählt und festgelegt, so kann man sie 
als drei projectivische Netze bestimmend ansehen, worin der eigenthümliche 
Umstand statt hat, dass die Ebenen eines Netzes eine Gerade gemein haben, 
anstatt einen einfachen Punct. Mit andern Worten ist A*"^ eine neue will- 
kürliche Ebene durch a^ und man bestimmt die Ebenen A***^ , A'*'^ in der 
Art, dass die Gruppen 

A A' A" A'" A A* A" A'f* A A* A" A'" 

projectivisch sind, so behaupte ich, dass A'**^ genau die Ebene des dritten 
Büschels ist , welche den Ebenen A***^ , A***^ in der duploprojectivischen Be- 
ziehung entspricht. In der That, die Geraden jedes der Tripel von Geraden 

(U,mm,nn), (ir,min', nn'), (U",mm",ntt") 

laufen in einem Puncte auf der Ebene E zusammen, und die drei Gruppen 
von je vier Geraden •, 

1(1, r, l", V) , m(tii, W, m", m"')» «(«. «S «"> «'") 

haben dasselbe Doppelverhältniss, weil sie drei Gruppen von Ebenen A pro- 
jectivisch sind, also schneiden sich die drei Geraden U'"» mm"', ntl'" in dem- 
selben Puncte , und folglich gehen die Ebenen A"\ , A***^ , ^"'^ durch den- 
selben Punct der Fläche F., das heisst, es sind drei entsprechende Ebenen 
'n den duploprojectivischen Büscheln. 

Nachdem wir so die drei duploprojectivischen Büschel in drei projecti- 
vische Büschel umgesetzt haben, als Specialfall dreier projectivischer Netze, 
können wir auf sie die früher auseinandergesetzte Methode (154) in Anwendung 
bringen; das heisst, wir können , ohne die erzeugte Fläche zu verändern, 
den projectivischen Reihen 

A A* A" 
A A' A" 
A A* A" 

die projectivischen Netze unterschieben: 



330—3311 Ähhüdung einer culnsehen Fläche auf einer Ebene. 185 

1 ' 2 > 8 ' •'•>•*» • • • 

A* A* A* P' 

1* 2' ""S» •••>■*■ >••• 

^M >4'' >i'' P" 

worin drei entsprechende Ebenen im Allgemeinen nicht meiir als einen ein- 
zigen Punct gemein haben (dessen Ort die vorgelegte Fläche ist). Aber es 
gibt sechs Tripel von entsprechenden Ebenen (wie A^^^ A*^j A*'^\ welche 
durch eine Gerade gehen i). 

Auch hier können wir wieder die Puncto der Fläche einzeln den Puncten 
einer beliebig gegebenen Ebene C entsprechen lassen. Dazu genügt nämlich 
die Herstellung einer projecti vischen (reciproken) Beziehung zwischen den 
Puncten der Ebene C und den Ebenen eines der drei Netze, in der Art, 
dass einem Puncte von C eine Ebene des Netzes und den Puncten einer 
Geraden auf C die Ebenen eines Büschels in dem Netze entsprechen, und 
umgekehrt. Jedem beliebigen Puncte von C entspricht nun eine Ebene in 
jedem Netze und folglich ein Punct von F^j und umgekehrt 



C API TEL IV. 

ABBILDUNG EINER FLÄCHE DRITTER ORDNUNG 

AUF EINER EBENE. 

231. Wir haben eben (230) bewiesen, dass jede allgemeine Fläche 
dritter Ordnung F^ auf einer gegebenen Ebene E in der Art abgebildet 
werden kann, dass die Puncte x von E und die Puncte x* von F^ sich 
eindeutig entsprechen. Daraus folgt aber, dass man auf der Ebene die Oeo* 
metrie der Linien studieren kann, die auf einer Fläche dritter Ordnung ge^ 
zogen sind. 

Bei dieser Abbildung entsprechen den 27 Geraden von F^ auf £: 1. sechs 
Puncte ttp Og, Og, 04,02-, a^, die wir Fundamentalpuncte genannt haben; 
2. die sechs Kegelschnitte, welche man durch je fünf der Fundamentalpuncte 
legen kann; 3. die fünfzehn Geraden, welche die Fundamentalpuncte zu zwei 
und zwei verbinden. Die Geraden a, welche den sechs Puncten, und die Ge* 
raden h, welche den sechs Kegelschnitten entsprechen, bilden die beiden Sechs: 
tupel eines Doppelsechs (227). 



1) Man beweist dies durch die oben (224) angewendeten Betrachtungen oder 
auch mittelst der Methode, welche Scrboeteb in seiner Abhandlung Über die 27 
Geraden benutzt hat {Nachweiss der 27 Geraden c^ der aügemeinen Oberfläche 
dritter Ordnung, Crellee Journal, Bd. 68; 1863). 
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Wir wollen nun Tersucben, wenigstens in den interessantesten Fällen, 
folgende beiden Fragen aufzulösen: 1. die Natur der Plancnrve zu finden, 
welche einer gegebenen Curve auf F^ entspricht; 2. zu bestimmen, welche 
Curve auf F^ einer gegebenen Plancurve entspricht. 

232. Einer beliebigen Ebene C* entspricht eine Flache ^'3 dritter Ord- 
nung (224), welche durch die Curve Je' geht; also entspricht dem Durch- 
schnitte von F^ mit C der Durchschnitt von E mit ^'3, das heisst: emer 
auf F^ gezogenen cubischen Plancurve entspricht auf E eine cubUcke CWrve, 
welche durch die sechs Fundamentalpuncte geht ; und umgekehrt, einer beliebigen 
cubischen Curve, welche durch diese sechs Fundamentalpuncte geht, ent- 
spricht ein ebener Schnitt von JTg. Zwei cubische Curven durch diese sechs 
Puncte auf E gezogen, schneiden sich in drei neuen Pnncten, welche den 
DurchschnittspuDCten von F^ mit einer beliebigen Geraden (der Durchschnitts- 
geraden zweier Ebenen C) entsprechen. 

Berührt C die Fläche F^ im Puncte x't so bat die entsprechende cubi- 
sche Curve auf E einen Doppelpunct im entsprechenden Puncte jr. Gehört 
jr' der Geraden a^ an, so wird jr der dieser Geraden entsprechende Funda- 
mentalpunct a^,. In diesem Falle enthält die Ebene C die Gerade a und 
schneidet F^ noch in einem Kegelschnitt, also : Eine cubische Curve, die durch 
die Fundamentalpuncte beschrieben ist, und für welche einer dieser Puncte 
ein Doppelpunct ist, entspricht einem Kegelschnitt, der F^ und einer Bitan- 
gentialebene gemein ist, welche durch eine Gerade a geht. Alle analogen 
cubischen Curven, welche den Knoten im nämlichen Fundamentalpuncte a^ 
haben, bilden ein Büschel. Die Involution der Tangentenpaare im Knoten- 
puncte entspricht der Involution der Punctenpaare in denen a^ von den Kegel- 
schnitten der Bitangentialebenen geschnitten wird, und die Doppelstrahlen 
der ersten Involution entsprechen den Doppelpuncten der zweiten; das heisst, 
die beiden cubischen Curven des Büschels, für welche der Doppelpunct üp ein 
Rückkehrpunct ist, entsprechen den beiden Kegelschnitten von F^, welche die 
Gerade a^ berühren. 

Ebenso findet man leicht: Dem Kegelschnitt in einer Bitangentialebene 
welche durch die Gerade Cp^ geht, entspricht ein Kegelschnitt, der durch vier 
Fundamentalpuncte beschrieben ist, ausgenommen apfü^^] dieser Kegelschnitt 
und die Gerade a^a^ bilden die cubische Curve, welche dem vollständigen 
Durchschnitt der Bitangentialebene entspricht. Dem Kegelschnitt, der in einer 
Bitangentialebene liegt, welche durch die Gerade bp geht, entspricht eine Gerade, 
welche durch den Punct üp hindurchläuft. Diese Gerade und der Kegelschnitt, 
welcher durch die übrigen fUnf Fundamentalpuncte beschrieben ist, bilden die 
cubische Curve, welche dem vollständigen Schnitte der Bitangentialebene 
entspricht. 

233. Der Raumcurve c^^, , in der F^ von einer Fläche v-ter Ordnung ge- 
schnitten wird, entspricht eine Plancurve die v^mai durch Jeden Fundamentalpunot 
geht, wegen der v Puncte, in denen die Fläche v-ter Ordnung durch jede der 
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Geraden a geschnitten wird. Diese Planourve wird von einer beliebig dnrch 
die Fundamentalpimcte 0^ , ttg , ttg ^ a^ ; a^^ , Og beschriebenen cabischen Curve 
in diesen Puncten, welche als 6v Durchschnitte gelten, und in 3v andern 
Puncten geschnitten, die denjenigen entsprechen, in welchen Cjy von einer 
Ebene getroffen wird. Die Plancurve, welche c^^ entspricht, ist also von 
der Ordnung 3v und dem Geschlecht i(3»'*— 3v + 2) — {^-\-a), vorausgesetzt, 
dass die beiden Flächen in ^ Puncten eine einfache und in <f Puncten eine 
stationäre Berührung haben (68,117). 

234. Sei v = 2. In diesem Falle schneidet eine Quadrifläche die Fläche 
F^ in einer Raumcurve c^ ^ sechster Ordnung und vom GeschlerhU 4, welche 
jede der 27 Geraden zweimal trifit. Ihr entspricht auf E eine Planourve 
von derselben Ordnung , welche zweimal durch jeden der Puncte Oj , . . , a, 
geht. Diese Curve kann noch ausserdem vier Doppelpuncte haben, also kama 
eine Quadrifläche die Fläche F^ höchstens in vier Puncten berühreny ohne dass 
die Durchschnittscurve sich in niedere Ourven auflöst, 

235. Geht die Quadrifläche durch Gerade von F^, z.B. durch 6^, so 
zerfällt die Curve Cg^ in zwei Theile, deren zweiter eine Curve t^^ der ßlnfien 
Ordnung und vom Geschlechte 2 ist. Während b^ dem Kegelschnitt 
*2V4^5^s entspricht, entspricht der Curve Ogg eine Planourve Oi^a^a^a^a^ag 
(das heisst, die zweimal durch a^ geht und einmal durch ag^Os^-MQ^) ^^^ 
vierten Ordnung. Diese Planourve trifft (ausser in den Fundamentalpunoten) 
den Kegelschnitt ^^^\%^^ in drei Puncten, die andern Kegelschnitte 
a^ajO^a^a^, ... in zwei Puncten, die Geraden a^Oj , • • • i a^ag iu einem Puncte 
and die andern Geraden a^Og , . . . , a^a^ in zwei Puncten, und also trifft die 
Kaumourve O^^ dreimal die Gerade b^, zweimal die Geraden a^jb^^b^,, ., 
^6 > ^38 ' ^34' " * ' ^66 ^^^ "^^ einmal die Geraden a^, . . . , a^ , c^^ ? • * * ; ^le* 

Wenn die Quadrifläche, statt durch b^ zu gehen, durch eine Gerade c^^ 
oder eine Gerade a^ geht, so erhält man eine Planourve fünfter Ordnung 

^i^i^s^^H^^e ^^^^ ®^°® Planourve sechster Ordnung tL^d^^^^^fi^fi^^ i die 
jmmer einer Raumourve entsprechen, welche O^, analog ist. 

Jede Gerade auf F^ bestimmt auf dieser Fläche ein System «w O^, ana- 
loger Curven. Alle Curven eines Systems treffen dieselbe Gerade dreimal. 
Jede Curve eines gegebenen Systems ist durch sechs Funde bestimmt y denn 
die Planourve (ti^ti^a^a^a^ag kann durch sechs beliebige Puncte gehen. 2köei 
Curven desselben Systems schneiden sich in sieben Puncten; zwei Curven aus 

... ^ ^ ^ , , . ., , (die sich nicht treffen] 

verschiedenen Systemen entsprechend zwei Geraden, | j. * h t ff i' 

rachti 
haben | > Puncte gemein. 

* 

236. Geht die Quadrifläche durch zwei Gerade, die nicht in derselben 
Ebene liegen, wie b^t^^f ^^ schneidet sie F^ nochmals in einer Raumcurve 
C^Q T^ter Ordnung und vom Geschkchte 0, die nicht der Durchschnitt 
zweier Flächen zweiter Ordnung ist. Die gegebene Quadrifläche hat in der 



188 Drkter Theil. [Cap. IV. 

That zwei Systeme geradliniger Generatrixen; das eine gebildet aus Geraden, 
welche b^ und b^ sclineiden, das anderen, aus Geraden, die weder b^ noch b^ 
treffen. Nun trifft jede Generatriz des erstens Systems F^ in zwei Puncto der Ge- 
raden bj^ , b^ und also c^ ^ in einem einzigen Puncte, welcher der dritte Durch- 
schnittspunct mit der Fläche ist. Dagegen trifft jede Generatrix des andern 
Systems F^ (ausserhalb b^ , b^) und folglich auch o^ ^ in drei Puncten. Es 
gibt daher keine andere Quadrifläche, die diu-ch c^^ geht, weil die Durch- 
schnittscurve zweier Flächen zweiter Ordnung jede geradlinige Generatrix 
jeder der Quadriflächen, welche durch diese Curven gehen, in zwei Puncten 
schneiden muss. ') 

Der Curve c^ q entspricht auf E ein Kegelschnitt, der durch die Puncto 
^1 f ^ S^^^ > ^^^ ^^^ den den Geraden b^ , b^ entsprechenden Kegelschnitten 
eine Curve aj^aj^ag^o^^aj^ag* der sechsten Ordnung bildet. Aus den Durch- 
schnittspuncten des Kegelschnitts a^a^ mit den entsprechenden Curven der Ge- 
raden von ^3 beweist man , dass die Curve c^ ^ die Geraden ftj , b^ in drei 
Puncten, die zehn Geraden b^,b^jb^ybQfCj^,c^,,..yCj^ in zwei Puncten, 
und die zehn Geraden a^ , Oj ? '^jb » ^i4 » • • • ^ ^2C ^° einem einzigen Puncte 
schneidet. Die fünf noch übrigen a^, a^, a^, a^, c^^ werden von C^q gar 
nicht getroffen. Daraus , dass durch die Puncte a^, a^ und drei beliebige 
andere Puncte der Geraden E nur ein einziger Kegelschnitt geht, folgt, 
dasa durch drei gegebene Puncte von i^ sich nur eine einzige Raumcurve 
vierter Ordnung und vom Geschlechte legen läset , welche durch zwei gege- 
bene Gerade der cubischen Fläche , die nicht in derselben Ebene liegen j drei- 
med getroffen werden soll. 2) 

Lässt man die Quadrifläche durch b^ und c^^ oder durch Cy^ und c.^ 
oder durch a^ und b^ oder durch a^ und c^^ oder endlich durch a^ und a^ 
gehen, so erhält man auf der Ebene E bezüglich eine Curve ^^^^f^fjOi^ dritter 
Ordnung, oder eine Curve a2**3*4*^6^*6^ ^^^ vierten Ordnung, oder eine Curve 
^\%^z\H^^ ^er vierten Ordnung, oder eine Curve ^ ^^2^^!^^^^^^^ fünfter 
Ordnung, oder endlich eine Curve öj^aj^aj^ö^^Og^a^^ der sechsten Ordnung, 
denen auf F^ stets eine zu o^^ analoge Curve entspricht. 

237. Wenn die Quadrifläche die Fläche F3 in einem Kegelschnitte schneidet, 
der z. B. in einer Ebene liegt, die durch a^ geht, so haben die beiden Flächen 
ausserdem noch eine Raumcurve C^ , vierter Ordnung und vom Geschlechte 1 ge- 
mein, die von jeder Geraden zweimal geschnitten wird, welche auf der Quadri- 



1) Die TOD Stbuteb in Betreff dieser Baumcunre gegebenen S&tze sind schon 
mit mehreren anderen geometrlBch bewiesen in einer Abhandlung des Verfassers in 
den Annali di Matematica, T. 4; p. 71. 

3) Zwei Kegelschnitte, welche durch 0| , 02 gehen, schneiden sich in zwei weitern 
Fancten, folglich schneiden sich auch zwei Cunren vierter Ordnung und vom Ge- 
sohlediie 0, die auf F^ gezogen sind und dieselben zwei Geraden {bi,b^) drei- 
mal treffen, in zwei Puncten, 
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fläche liegt; denn diese Gerade hat mit dem Kegelschnitt einen Ponct gemein, 
und trifft also die cubische Fläche noch in zwei weiteren Pancten. Jede 
durch die Gerade a^ gelegte Ebene schneidet F^ in einem Kegelschnitte, 
der mit c^^ vier Puncto gemein hat; durch diesen Kegelschnitt und durch 
0^^^ kann man also eine Fläche zweiter Ordnung legen. Die Curve O^^ ist 
daher die Basis eines Büschels Qaadriflächen. 

Der Gurre o^ ^ entspricht auf E eine Curve OjOjO^ttgOg dritter Ordnung, 
(da der Kegelschnitt als entsprechende Curve eine cubische Gurre «i'«8 V4^6*6 
hat); folglich trifft die Rauracurre C^j die Gerade a^ nicht; sie trifft di« 

zehn Geraden ^2' "' ^6' ^3' *"' ^i6 ''^ i^ '^^^ Puncten und die sechssehn 
noch übrigen in je einem Pnnote. 

Die zehn Geraden, welche die Raumcurve zweimal schneidet, werden 
auch durch die einzige Gerade, welche der Gurre nicht begegnet, getroffen. 
Also enthält F^ 27 Systeme von Ourven e^^; die Gurren ein und desselben 
Systems werden nicht ron derselben Geraden getroffen. Vier Puncte be- 
stimmen eine Curve eines gegebenen Systems. Zwei Curven desselben Systems 
haben vier Puncte gemein, zwei Curven aus verschiedefien Systemen dagegen 
sehneiden sich in fünf Puncten. 

Vertauscht man die Gerade a^ mit einer andern, so kann man andere 
Plancurren ron höherer Ordnung erhalten (aber sie sind immer rom Ge- 
schlecht 1), die zu 0. j analogen Raumcurren entsprechen. 

238. Die Durchschnittscurre ron F^ mit einer Quadrifläche kann auch 
in zwei cubische Raumcurren C^q zerfallen; entspricht daron die eine einer 
beliebigen Geraden (224) in Ey so entspricht die zweite einer Curre 
^i^^^z^^^ fünfter Ordnung. Die Untersuchung dieser Plancurren lässt 
augenblicklich erkennen, dass eine cubisdie Raumcurve ^ (die auf F^ liegt) 
sechs Gerade zweimal trifft , sechs andere Gerade nicht trifft und die übrigen 
in einem Puncte schneidet. Die beiden Gruppen ron je sechs Puncten sind 
die conjugierten Sechstupel desselben Doppelsechs, in der Art, dass jedes 
Doppelsechs zujei conjugierte Systeme cubischer Raumcurven bestimmt, in denen 
jede Curre zweimal die Geraden des einen Sechstupel trifft und die Geraden 
des andern Sechstupel nicht schneidet. Zwei cuMsche Raumcurven, welche 
durch dieselbe Quadrifläche entstehen, geltören stets zwei conjugierten Systemen 
an, und umgekehrt, und treffen sich in fUnf Puncten. Zwei cubische Raum- 
curven desselben Sjstemes haben einen einzigen Punct geroein« 

239. Wir wollen jetzt die Gurren betrachten, welche aus dem Durch- 
schnitt ron F^ mit einer andern Fläche F^ derselben Ordnung entsteht. Im 
Allgemeinen ist dieser Schnitt eine Raumcurve neunter Ordnung, welche jede 
der 27 Geraden dreimal trifft. Die entsprechende Plancurre ist ron der- 
selben Ordnung und geht dreimal durch jeden Fundamentalpunct. Daraus 
folgt, dass diese Curve ebenso wie die Raumcurve vom Geschlecht 
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ist. Die Plancurve kann höchstens noch andere zehn Doppelpunote haben, 
also hönnen sicfi zwei cubische Flächen höchstens in zehn Ptmcten berühren, 
ohne dass ilire Durchscfmütscurve sich in niedere Curven spaltet. 

Drei cubische Raumcurven bilden den Durchschnitt von F^ mit einer 
cubischen Fläche, wenn ihre entsprechenden Plancurven zusammen eine Linie 
^i^i^z^A^b^^ neunter Ordnung bilden; dergleichen cubische Raumcurven 
sind zum Beispiel die, welche einer beliebigen Geraden und zwei Cunren 
^\^%^z\HH ^^^ ^i^J^z^^^h^^ vierter Ordnung entsprechen. 

Unter derselben Bedingung können zwei Raumcurven vierter Ordnung 
und eine Gerade die JP, und F* gemeinschaftliche Curve bilden. Sind die 
beiden Raumcurven vom Geschlechte ohne Doppelpnnct ^), so schneiden 
sie sich in acht Puncten und treffen jede die Gerade zweimal. Sind beide 
Raumcurven vom Geschlechte 1 ^), so gehören sie zwei Systemen an, die zwei 
in derselben Ebene liegenden Geraden entsprechen ; die dritte Gerade dieser 
Ebene ist diejenige, welche den Durchschnitt beider cubischen Flächen vervoll- 
ständigt. Die beiden Raumcurven schneiden sich in sechs Functen, und jede 
von ihnen trifft die vervollständigende Gerade zweimal. Ist endlich von den 
beiden Curven die eine vom Geschlechte ohne Doppelpunct, die zweite 
vom Geschlechte 1 '), so schneiden sie sich in sieben Puncten, und die Er- 
gänzungsgerade trifft die erste Curve in drei Puncten und die andere in 
einem einzigen. 

Unter derselben Bedingung kann der Schnitt von F^ und F^ sich aua 
einer Raumcurve vierter Ordnung, einer cubischen Raumcurve und einem 
Kegelschnitt zusammensetzen (oder zwei Geraden, die selbst nicht in einer 
Ebene zu liegen brauchen). Wir haben aber hier nicht die Absicht, uns 
bei allen Specialfälleu aufzuhalten. 

Angenommen F^ und Fj hätten die Raumcurve c^^ gemein (229), 
welche einer Plancurve ai^ögajO^o^ag vierter Ordnung entspricht, dann schneiden 
sich die beiden Flächen noch ausserdem in einer Raumcurve vierter Ordnung, 
deren entsprechende Plancurve eine Curve a^%^aj^\W^ fünfter Ordnung 
ist; also ist die zweite Raumcurve vom Geschlechte 1. Daher hönnen 
zwei Raumcurven O5 3 und c^ ^ den Durchschnitt von F^ mit einer andern cubi- 
schen Fläche bilden, wenn nur die Systeme (235,237), denen sie cmgehören, 
derselben Geraden entsprechen; das heisst unter der Bedingung, dass die erste 



1) Z. B. diejenigen , welche der cubischen Curve tiitl4Ü^tlß^ und der Carve 
^i^^2^°8^^4^ö vierter Ordnung entsprechen; die Gerade ist by 

*) Z. B. die, welche einer cubischen Curve a.a.a.a.a, und einer Curve 

1, 3 8 4 

^i^S^8^4^5^6^ vierter Ordnung entsprechen ; die Ergftnsungsgerade ist 6 . 

3) Z.B. diejenigen, welche zwei Cunren a^a^a^W^ , a^\a^\ß^a^ vierter 
Ordnung entsprechen; die Erg&nzungsgerade ist hier c . 
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Raumcurve diejenige Gerade in drei Puncten schneidet, welche die sweite Curve 
nicht trifft. Die beiden Ranmcurven haben acht Puncto gemein. Aber es 
ist nicht möglich, dass zwei Curven c^ 2 ^^^ ^4 {^^^^ Doppelpunct) gleich- 
zeitig auf zwei Flächen dritter Ordnung liefen. 

Als Specialfall des Vorhergehenden kann der Schnitt der Flächen F^f F^ 
zusammengesetzt sein aus einer Curve o^^) einer cubischen Raumcurve und 
einer Geraden, die von jeder Curve zweimal getroffen wird. Diese letztern 
haben sechs Puncto gemein. 

240. Man kann aber auch noch andere Raumcurven fünfter Ordnung 
betrachten, die von O5 2 verschieden sind. In der That, geht F* durch eine 
Gerade nnd durch eine cubischo Raumcurve , die auf F^ liegen, so wird der 
Schnitt durch eine Raumcurve fünfter Ordnung vervollständigt, welche (239) vom 
Geschlecht 2 ist, wenn die Gerade und die cubische Raumcurve zwei Puncto 
gemein haben. Schneidet aber die Gerade die cubische Raumcurve nur einmal 
oder gar nicht, so erhält man Raumcurven von niederem Geschlecht. 

Der erste Fall tritt z. 6. ein , wenn die Plancurve sechster Ordnung, 
die dem vollständigen Schnitte von F^ und F^ entspricht, aus dem Kegel- 
schnitt 0208^4^5^6 (^^^ ^^^ Geraden b^ entspricht), einer Cnrvo vierter Ord- 
nung üi^^j^^^^i^fl^e (^'® ^^^^^ cubischen Raumcurve entspricht, die auf b. 
in einem Puncto aufsteht) und einer cubischen Curye ^^^4!^^'^^^ zusararaenge- 
setzt ist. Der letzteren entspricht also eine Raumcurve C5 ^ ftlnßer Ordnung 
und vom Geechlechte 1, welche die cubischo Raumcurve in neun Puncten und 
die Gerade in drei Puncten trifft. Man erhält dieselbe Curve 0^ ^ , wenn die 
beiden cubischen Flächen eine Curve 0^ ^ gemein haben , die beiden Raum- 
curven haben dann zehn Puncto gemein, und die erste Raumurve trifit diejenigen 
Geradon in 0, 1, 2, 3 Puncten, welche die andere bezüglich in 3, 2, 1, 
Puncten schneiden. 

Man erhält den letzton Fall, wenn z. B. die Plancurve sechster Ordnung 
in folgende drei Linien zerfällt: den Kegelschnitt ^CL^a^(^^a^, der der Geraden 
5| entspricht; eine Curve üi^^^^f^^^^^^^^^^^^ fünfter Ordnung, Bild einer 
cubischen Raumcurve, die mit der Geraden 6^ keinen Punct gemein hat; 
endlich einen Kegelschnitt der durch den Punct a| geht , und dem folglich 
eme Raumcurve c^^ fünfter Ordnung und vom GeschUchte entspricht. 
Diese Raumcurve schneidet die cubische Raumcurve in acht Puncten, * 
die Gerade b^ in vier Puncten, die Geraden ^2>'">^6 ^^ ^^^^ Puncten, die 
Goraden <^28'"'>^m ^° ^^^^ Puncten, die Geraden ^i » <^i9 » • • ^ <^ie ^^ ^^^ 
einem Puncte und die andern Geraden aj , . . . , a^ in keinem Puncto. 

Von den drei Raumcurven %^}%it^^Q fünfter Ordnung liegt nur die 
erste auf einer Quadrifläche. Sie hat vier scheinbare Doppelpuncte (d. h. 
durch einen beliebigen Punct des Raumes kann man vier Gerade ziehen, 
welche die Curve zweimal treffen), dagegen hat die zweite deren fünf und 
die dritte sechs. Die dritte ist die einzige, welche eine Gerade der cubi- 
schen Fläche zulässt, die sie in vier Puncten schneidet. 
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241. Diese Methode , auf der Ebene E die Eigenschaften der auf F^ 
gezogenen Curven zu untersuchen, ist so einleuchtend und so leicht, dass 
wir uns jetzt begnügen werden, nur die Resultate auszusprechen. Um so 
die Raumcurven sechster Ordnung zu erhalten, welche einen Theil des Durch- 
schnitts zweier cubischer Flachen bilden, inuss man folgende Fälle betrachten : 

1. Die Flächen F^y^ haben einen ebenen Schnitt gemein, dann ist 
der andere Theil des Schnittes eine Raumcurve c^ ^ sechster Ordnung und vom 
Geschlechte 4, die auch beim Durchschnitt der Fläche F^ mit einer Quadri- 
fläche entsteht (234). 

2. Die Flächen F^^F^ haben eine cubische Raumcurve gemein und 
schneiden sich ausserdem noch in einer Raumcurve C^ ^ sechster Ordnung und 
vom Geschlechte 3, welche mit der cubischen Curve acht Puncte gemein hat, 
und diejenigen Geraden in 1, 2, 3 Puncten schneidet, welche die cubische 
Curve bezüglich in 2, 1, Puncten trifft. Daraus folgt, dass o^^ sowie die 
cubische Curve einem gewissen Doppelsechs entsprechen. 

3. Die Flächen F^ , F^ gehen zugleich durch eine Gerade und einen 
Kegelschnitt, die keinen Punct gemein haben. Dann wird der Schnitt durch 
eine Raumcurve c^^ ^^chster Ordnung und vom Geschlecht 2 vervollständigt, 
welche den Kegelschnitt in sechs Puncten und die gegebene Gerade in vier 
Puncten trifft. Unter den andern Geraden gibt es 8, 9^ 8, 1 die bezüglich 
in 3, 2, 1, Puncten geschnitten werden. 

4. Die Flächen F^ , F^ haben drei Gerade die sich nicht schneiden ge- 
mein ; sie schneiden sich dann noch in emer Raumcurve Cg j sechster Ordnung 
und vom Geschlechte 1, welche jede von den drei gegebenen Geraden in vier 
Puncten schneidet, u. s. w. 

Von diesen vier Curven sechster Ordnung ist nur die erste auf einer 
Quadrifläche gelegen. Sie haben bezüglich sechs, sieben, acht, neun schein- 
bare Doppelpuncte. 

Die Curve 0^ 3 ist di^'enige, welche wir auch anderweitig schon gefbnden 
haben (130, 189, 218) und zwar als Ort der Scheitel der Quadrikegel eines 
Netzes. Die entsprechende Plancurve kann eine allgemeine Curve vierter 
Ordnung sein (durch sämmtliche sechs Fundamentalpuncte); es folgt daraus, 
da z. B. diese Plancurve 28 Doppehangenten und 24 stationäre Tangenten 
hat, dass auch unter den cubischen Raumcurven, welche in zwei Puncten die- 
jenigen Geraden von F^ schneiden, welche Cg 3 dreimal treffen, 28 eiistieren, 
welche e^j in zwei Puncten berühren, und 24, welche mit derselben einen 
dreipunctigen Contact haben. 

In derselben Weise wie für die cubischen Raumcurven bestimmt jedes 
Doppelsechs zwei conjugierte Systeme ron Raumcurven sechster Ordnung und 
vom Geschlecht 3. Zwei Curven, die zwei conjugierten Systemen angehören 
haben 20 Puncte gemein und bilden den vollständigen Durchschnitt zwischen 
F^ und einer Flache vierler Ordnung. 
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242. Es gibt auch eine Raumcurve sechster Ordnung vom Geschleckt 0, 
aber dieselbe liegt nicht gleichzeitig anf zwei cubischen Flächen. Man erhält 
diese CurvC; wenn man eine Fläche vierter Ordnung durch drei Gerade, wie 
b^yb^, b^y die sich nicht schneiden, und eine cubische Raumcurve (entsprechend 
einer Curve ^tL^^^^4!^flOkQ vierter Ordnung) legt, welche jede Gerade in 
einem Puncte schneidet. Die daraus resultierende Curve o^^ entspricht einem 
Kegelschnitt, der durch keinen der Fundamentalpuncte geht, und schneidet 
die cubische Raumcurve in acht Puncten. Unter den 27 Geraden von F^ gibt es 
6, 6, 15, die von 0^ ^ bezüglich in 4, 0^ 2 Puncten geschnitten werden. Diese 
Curve c^Q hat zehn scheinbare Doppelpuncte. 

243. Aus dem Durchschnitt zweier cubischer Flächen F^^F^ können 
sich nur zwei Raumcurven siebenter Ordnung c^^ wnd o^^ und eine einzige 
Raumcurve achter Ordnung Cg^ ergeben. Man erhält diese Curven, wenn 
man F* bezüglich entweder durch einen Kegelschnitt oder durch zwei sich 
nicht schneidende Gerade oder durch eine Gerade (von F^ gelegt denkt. 

Auf F^ gibt es 27 Systeme von zu Cg^ analogen Curven, jedes System 
ist einer Geraden von F^ zugeordnet. Ist das System gegeben, so ist die Curve 
durch vierzehn Puncte bestimmt. Zwei Curven desselben Systems haben 
zwanzig Puncte gemein. 

Der Durchschnitt von F^ mit Flächen höherer Ordnung gibt andere 
Curven 1,, 8., 9.; . . . . Ordnung. Lässt man z. B. durch zwei Gerade, die sich 
nicht schneiden, und durch eine cubische Raumcurve, die keine dieser Ge- 
raden trifft, eine Fläche vierter Ordnung gehen ^ so erhält man eine Raum- 
curve Oy ^ siebenter Ordnung und vom Oeschkchte 1, welche die cubische Curve 
in eilf Puncten und jede gegebene Gerade in fünf Puncten schneidet. Legt 
man durch drei Gerade, die sich nicht schneiden, und durch eine Curve C^ q, 
welche zwei jener Geraden in einem Puncte trifft und' die dritte gar nicht^ 
eine Fläche fünfter Ordnung, so wird der Schnitt durch eine Raumcurve Cg j 
(achter Ordnung und vom QesMeehte 1 vervollständigt, welche C40 ^^ sechs- 
zehn Puncten, die beiden ersten Geraden in fünf Puncten und die dritte in 
sechs Puncten triffst. Endlich erhält man eine Raumcurve Ogi neunter Ord- 
nung und vom Oeschlechte 1 , sobald der Durchschnitt von F^ mit einer Fläche 
sechster Ordnung sich in zwei Curven derselben Ordnung auflöst; u.s.w.; u.s.w. 

244. Wir haben gesehen, dass ein und derselben Curve auf J^g, deren 
Ordnung und Geschlecht bekannt ist, auf E Plancurven verschiedener Ordnung 
entsprechen, die aber stets von demselben Geschlechte sind (54). Indem wir 
uns darauf beschränken, für jedes Geschlecht die Plancurve von der kleinst 
mdglichen Ordnungszahl zu betrachten, können wir folgende Uebersicbt geben. 

1. Einer Geraden auf E entspricht auf F^ ein Kegelschnitt oder eine 
ettbische Raumcurve, jenachdem die Gerade durch einen Ikmdamentalpunct geht 
oder nicht, 

Obmxoita, Oberfliehen. 13 
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2. Einem KegeUchnüt auf E entspricht auf F^ eine Raumcurve c^ ^ ocfor 
CjQ oder CßQ, Jenachdem der Kegelchnitt durch 2, 1, Fundamentalpunde geht. 

3. Einer allgemeinen cuhiachen Curve aufE entspricht auf F^ eine cubische 
Plancurve Cjj oder eine Raumcurve c^j oder Cgj oder c^^ oder C^j oder 
Cg j oder Cjj , jenachdem die gegebene cuhische Curve durch 6, 5, 4, 3, 2, 1, 
FuTidamentalpuncte hindurchgeht. U. s. w. ; ti. b. w. 

245. Es sei jetzt anf E im AllgemeineD eine Curve v-ter Ordnang ge- 
geben, welche bezüglich a^,a^,.*.,a^ mal durch die Puncto a^ , a^ , a, , . . . , o^ 
geht und mit ^ Doppelpuncten und x Spitzen versehen ist, die anderswo 
liegen. Die Ordnung der Raumcurve, die ihr anf F^ entspricht, ist offenbar 
3v— <0a 1) und ihr Geschlecht ist genau das nämliche als das der Plancurve, 

*'"'' 4(»'-l)(v-2)-i)9fa(a-l)-(^+ '), 

Nun ist aber eine Raumcurve der (dv— j$a).ten Ordnung mit d Doppelpuncten 
X Spitzen und & scheinbaren Doppelpuncten von dem durch folgende Formel 
gegebenen Geschlecht: 

J(3>'-0a-.lX3v-)9ia-2)-(ö+ <>+x), 
also ist 

« = 4v»^3KÄa+l)~i(0a+l)a + i(0a9-l). 

Da wir so die Ordnung der Raumcurve, die wir kurz durch v^ bezeichnen 
wollen, die Zahl der wirklichen und scheinbaren Doppelpuncte kennen, so 
können wir nach den Formeln Catlet*s (10, 12) die andern Charakteristiken 
der Curve berechnen, nämlich: 

Die Ordnung der oscnlierenden Developpablen 

P = »'i(*'i- 1)-2(« + <y)-3x = K»' + 3)-;5a(a + 1)- (2^+ 3x) ; 
die Classe dieser Developpablen 

ß = 3vi(vi— 2)-6(« + <y)-8x = 3(v2-i8ia2)-(6<J+ 8^) ; 
die Zahl der stationären Osculationsebenen 

<r = x+ 2(A-Vj) = 6v(v-.l)-2je(a(3a-l) -3(4<>+5x) ; 
die Classe der doppeltberfihrenden Developpablen 

= iK»'2-l)(v + 6) + 40a2(0a+l) 

— i[2d+ 3x + fi^a(a + l)][2v3 + 6v -9— *2^— 3x~Äia«] 
+ 10a(2(T+3x + 0a-7)+<>; 

die Zahl der Ebenen, welche die Curve in drei Puncten berühren, 

r = i[Oo-2)i7-^(3M+Vi)+6ie«+10(<r+ v^)] ; 
u. s. w., u. s. w. 

Umgekehrt drücken diese Zahlen auch die Eigenschaften der gegebenen 
Plancurve aus, nämlich : In dem Systeme der cubischen Curven, welche durch 
die sechs Puncte a^, Cj, «g, a^, a^, a^ gehen, gibt es <r, die mit der gegebenen Curve 

1) ist als Sammenzeichen gebraucht worden. 
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eiDe vierpunctige Berührung haben, und r, welche in drei verschiedenen 
Puncten berühren; in einem Netze dieser cubischen Curven gibt es ß, die 
mit der Curve einen Contact zweiter Ordnung haben, und i?, welche sie 
in zwei verschiedenen Puncten berühren; in einem Büschel derselben cubi- 
schen Curven gibt es p, welche die gegebene Curve berühren. 

Man beachte ausserdem, dass die gegebene Plancurve a^-mal durch den 
Fundamentalpunct üp geht, den Kegelschnitt, welcher durch die Fundamental, 
puncte mit Ausnahme von üp geht, in 2v--(0a— a«) von den Fundamental- 
puncten verschiedenen Puncten schneidet, und die Gerade o^o^ in v — («« + 0^) 
Puncten (ebenfalls von den Fundamentalpuncten verschieden) trifft, und daher 
die entsprechende Raumcurve mit der Geraden Op a Puncte, mit der Ge- 
raden bp ebenso 2v + a — 0a Puncte und mit Cp^ endlich v— (a^ + a^) Puncte 
gemein hat. 

246. Es sei noch erlaubt, speciell auf den Fall einzugehen, dass alle 
a gleich Null sind, das heisst, dass die Plancurve durch keinen der Fundamen- 
talpuncte geht. Dann entspricht die Eaumcurve, die von der Ordnung 3v iat^ 
einem gewiesen Doppeleeche; eie schneidet die Geraden des einen Sechstupel je 
2y-mal und die Geraden des andern Sechstupel gar nicht; jede der fünfzehn 
andern Geraden wird von der Raumcurve in v Pimcten getroffen. Jedes 
Doppelsechs bestimmt somit moei conjugierte Systeme analoger Raumcurven\ 

ist das System gegeben, so gibt es nur eine Curve, welche durch -: — 5- 

beliebig gegebene Puncte geht Zwei Curven desselben Systems haben v' 
Durchschnittspuncte. 

Die Raumcurve dv-ter Ordnung, entsprechend der Plancurve y-ter Ord- 
nung, welche durch keinen der Fundamentalpuncte geht, und die Raumcurve 
derselben Ordnung, die der Plancurve 5v-ter Ordnung entspricht, die 2y-mal 
durchjeden Fundamentalpunct geht, bilden zusammen den vollständigen Durch- 
schnitt zwischen F^ und einer Fläche 2v-ter Ordnung und gehören zwei in 
Bezug auf das nämliche Doppelsechs conjugierten Systemen an. Diese beiden 
Raumcurven haben öv^ Puncte gemein. Wenn sie keine Doppelpuncte be- 
sitzen (das heisst, wenn die entsprechenden Plancurven keine solche haben 
ausser den Fundamentalpuncten), oder auch, wenn sie solche in gleicher Zahl 
haben, so sind sämmtliche Charakteristiken für beide Curven dieselben. 
Unter Annahme, dass keine Doppelpuncte vorhanden sind, hat man folgende 
Charakteristiken : 

Ordnung Sv, 

Geschlecht i(v— IX»'— 2)^ 

Zahl der scheinbaren Doppelpuncte v(4v— 8), 

Ordnung der osculierenden Developpablen v(v-f-d), 

Classe derselben Sy^, 

Zahl der stationären Osculationsebenen 6v(y— 1), 

Classe der doppeltberührenden Developpablen iv(v' — 1X^ + 6) 

Zahl der dreifachen Tangentialebenen iv(v— l)(i^+10v3+7v«-74y +48) 

iLa.w. 

13» 
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CAPITEL V. 

QIJADRIFLÄCHEN, WELCHE AUS EINER FLÄCHE 
DRITTER ORDNUNG KEGELSCHNITTE AUS- 
SCHNEIDEN. 

247. Zwei Kegelschnitte die auf einer gegebenen Fläche F^ dritter Ord- 
nung liegen und zugleich in zwei Ebenen, welche durch zwei Gerade der Fläche 
gehen, die sie/i schneiden (wie <^i}b.^f haben stets zwei Puncte gemein, weil die 
gemeinsame Gerade beider Ebenen jeden Kegelschnitt in zwei Pimcten 
trifft, und ausserdem diese Gerade die Fläche F^, ausser im Puncte a,by nur in 
zwei PuDcten schneidet ; diese beiden Puncte sind also beiden Kegelschnitten ge- 
mein. Umgekehrt, haben zwei Kegelschnitte auf der Fläche zwei Puncte 
gemein, so schneidet die Gerade, welche diese Puncte verbindet, als Durch- 
schnitt der Ebenen beider Kegelschnitte, die Fläche in einem dritten Puncte, 
welche den beiden Geraden der Fläche gemein ist, die in diesen Ebenen liegen. 

Dagegen haben zwei Kegelschnitte auf der Fläche, die in zwei Ebenen 
liegen, welche durch zwei Gerade, wie a^ , a^ , gehen, die sich nicht schneiden, 
einen einzigen Punct gemein, wie schon früher (229) bemerkt ist. Zwei 
Kegelschnitte, die in zwei Ebenen liegen, welche durch dieselbe Gerade a^ 
gehen, haben gar keinen Punct gemein, denn sie schneiden a^ in zwei con- 
jugierten Punctenpaaren einer Involution (220). 

Folglich trifft eine Gerade der Fläche, wie a^ jeden Kegelschnitt in 
zwei Puncten, der in einer Ebene liegt, die durch o, geht, dagegen jeden Kegel- 
schnitt, der in einer Ebene liegt, welche durch eine Gerade geht, die a^ nicht 
schneidet, in einem Puncte ; aber die Gerade o^ trifft die Kegelschnitte nicht, 
deren Ebenen durch Gerade gehen, welche auf a^ aufstehen. 

248. Zwei Kegelschnitte von JF*^, die in zwei Ebenen bezüglich durch 
a^ , ^2 liegen? haben zwei Puncte gemein und bilden so die Basis eines Büschels 
von Quadriflächen , von denen eine jede ^3 in einem dritten Kegelschnitt 
trifft, der in einer Ebene liegt, welche durch die Gerade Cj^^ geht, die a^ 
und b^ schneidet i). Dieser dritte Kegelschnitt kann beliebig angenommen 
werden. Denn, da die Basis des Büschels vier Puncte jedes Kegelschnittes 
enthält, der in einer Ebene durch c^^ liegt, so genügt ein anderer beliebiger 
Punct dieser letzten Ebene um die Quadrifläche des Büschels zu bestimmen, 
die durch diesen Kegelschnitt geht. Es gibt also eine einzige Quadrifläche, die 



1) Die Ebenen der drei Kegelschnitte bilden eine cubisdie Fl&ehe, welche F^ 
in drei Kegelschnitten und drei Geraden schneidet. Da die drei Kegelschnitte auf 
derselben Quadrifl&che liegen, so sind die drei Geraden in einer Ebene enthalten 
(40J. 



247—249] Quadriflächen, die aus einer cuhischen Fläche Kegelschn. ausschneiden, lQ^ 

durdi drei Kegelschnitte geht, welche in drei beliebig durch a^ , b^ , c^^ gelegten 
Ebenen liegen. Umgekehrt, trifft eine Qnadrifläche die Fläche F^ in drei Kegel- 
schnitten, so sehneiden die Ebenen derselben F^ in drei Geraden, die in derselben 
Ebene liegen (40). Daraus folgt, dass drei beliebige conjugierte Punctenpaare 
der Involutionen, welche durch die Kegelschnitte der Fläche bezüglich auf 
^i»*2>^i2 gebildet werden (220), ein und derselben Curve zweiter Ordnung 
angehören, die nicht auf F^ liegt. 

249. Es seien A, B zwei Bitangentialebenen von F^^ die eine durch 
Oj, die zweite durch b^ gelegt. Durch die beiden Kegelschnitte (.4), (ß), 
die in diesen Ebenen enthalten sind, kann man zwei Quadrikegel legen, deren 
Scheitel auf der reciproken Geraden der Durch^chnittsgeraden AB in Bezug 
auf eine beliebige Fläche zweiter Ordnung liegen, die durch (.1) und (J3) 
geht. Wir können beliebig eine Ebene C fixieren, die durch c^^ geht, dann 
genügt die Quadriiläche {ABC), welche durch die Kegelschnitte {A), (B), (C) 
geht, um die Gerade, welche die Scheitel der beiden Kegel verbindet, zu 
bestimmen. 

Lässt man die Ebene B um b^ rotieren, so erzeugt die Quadriiläche 
(ABC) ein Büschel (AC), und die Gerade AB erzeugt in der Ebene A und 
um den Punct a^b^ herum ein anderes dem ersten projectivisches Büschel. 
Die Geraden dieses Büschels werden von der Geraden AC in Puncten ge- 
schnitten, deren Polarebenen in Bezug auf die entsprechenden Flächen des 
Büschels (AC) durch dieselbe Gerade gehen, die Reciproke von AC in Be- 
zug auf die Quadriflächen {AC); in ähnlicher Weise gehen die Polarebenen 
des Punctes a^b^ in Bezug auf die Quadriflächen (AC) durch ein und die- 
selbe Gerade. Also erzeugen die Polarebenen der Puncte a^b^ und ABC in 
Bezug auf die Fläche (ABC), wenn B als variabel betraditet wird, zwei 
projectivische Büschel, und folglich ist der Ort der reciproken Geraden von 
AB ein Hyperboloid J^; die Generatrixen des andern Systems desselben sind 
offenbar die zu AC in Besrug <xuf die Owidrifiache (ABC) reciproken Geraden, 
wenn die Ebene C um c^^ variabel ist. Die Geraden AB, A C schneiden sich 
im Puncte ABC, ihre Reciproken sind daher auf der Polarebene dieses Punctes 
in Bezug auf die Fläche (ABC), Das Hyperboloid J^ ist also die Enveloppe 
der Polarebene des Punctes ABC in Bezug auf die Quadri/läch^ (ABC), wenn 
A fest ist, und B und C variabel. 

Ein beliebiger Punct des Raumes ist der Durchschnitt von drei Ebenen 
A, B, C, welche eine Quadrifläche (ABC) bestimmen; umgekehrt bestimmt 
jede Fläche (ABC) einen Punct des Raumes. Also: Das Hyperboloid J^ 
ist die Enveloppe der Polarebenen der Puncte der Ebene A in Bezug auf die 
Quadriflächen (ABC), welche diesen Puncten entsprechen. 

Sobald die reciproken Geraden von AB , AC in der Polarebene des 
Punctes ABC in Bezug auf die Quadrifläche (ABC) liegen, so ist der Durch- 
schnittspunct dieser Reciproken der Pol der Ebene A in Bezug auf diese 
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Fläche ; also ist das Ilyperhokid Jj^ der Ort der Pole der festea Ebene A 
in Bezug auf die Quadriflächen {ABC), 

Die Flächen (ABC) gehen durch den festen Kegelschnitt (A\ und also 
schneiden sich die Polarebenen des Punctes aj^^ in der Polargeraden dieses 
Punctes in Bezug auf den Kegelschnitt {A), Daraus folgt, dass das Hyper- 
boloid Jj^ die Ebene A in der Polargeraden des Punctes afi^ in Bezug auf 
den Kegelschnitt {A) trifit und analog in der Polargeraden des Punctes <^c^^ 
in Bezug auf denselben Kegelschnitt. 

250. Man bezeichne durch den Punct h^c^^t dann ist eine beliebige 
Gerade ol der Durchschnitt von zwei Ebenen By C, Es seien 1, m» n die zu 
conjugierten harmonischen Puncte in Bezug auf die Punctenpaare, die den 
Durchschnitt der Kegelschnitte (B),(C) mit den Geraden ol, d^'^is ^^^^®°9 
dann sind die Geraden Im, In die Polaren des Punctes in Bezug auf diese 
Kegelschnitte, und es ist also Inut die Polarebene von in Bezug auf die 
Quadriflächen des Büschels (BC). Zieht man ausserdem in der Ebene B 
durch eine beliebige Gerade, welche den Kegelschnitt (B) und folglich 
auch die Fläche F^ in zwei Puncten trifft, so ist der harmonische conjugierte 
Punct von in Bezug auf diese Durchschnittspuncte auf der Geraden im 
gelegen; folglich gehört Im und ebenso In der Quadrifläche O, ersten 
Polarfläche von in Bezug auf ^3 an ; mit andern Worten, die Ebene Imn 
berührt in 1 diese Quadripolarfläche. Daraus ergibt sich endlich, dass die 
Polar ebenen des Punctes in Bezug auf alle Quadriflächen {ABC), was auch 
Af B, C sind, die Quadripolarfläche von a umhüllen. 

Ich erinnere daran, dass das Hyperboloid «7^ die Enveloppe der Polar- 
ebene des Punctes ABC in Bezug auf die Quadriflächen {ABC) ist, A als 
fest augesehen ; lässt man nun A mit der dreifachen Tangentialebene ^i^^c^^ 
zusammenfallen (in diesem Falle reduciert sich die Quadrifläche {ABC) auf 
die beiden Ebenen B, Q, so fallen alle Puncte ABC auf 0, also: Dasjenige 
Hyperboloid J^ welches der Ebene A^a^b^ enJtspricht, ist nichts Anderes 
als die Quadripolarfläche von 0. 

251. Ist die Ebene Imn um einen festen Punct t des Raumes drehbar, 
so ist ihre Enveloppe ein der Quadrifläche umgeschriebener Kegel; der 
Punct l beschreibt den Berührungskegelschnitt und folglich ist der Ort der 
Geraden ol ein Quadrikegel, der stets auch durch b^ und c^^ geht, denn da 
diese Geraden auf liegen, so berühren die Ebenen i^^, tc^,» ^^ ^^^^ ^ "^' 
diese Fläche in zwei Puncten, die den Geraden b^,c^^ angehören. 

Es sei p der Punct ABC, in dem die Gerade ol eine feste Ebene A 
schneidet, die durch a^ geht. Wenn ol um sich dreht, so umhüllt die 
Polarebene von p in Bezug auf die Quadrifläche (ABC) das Hyperboloid 
J^. Da nun die Tangentialebenen von projectivisch den Geraden durch 
entsprechen (der Ebene, welche in I berührt, entspricht die Gerade ol 
und umgekehrt), so werden auch den Tangentialebenen von J^ die Geraden 
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durch ur projectivisch entsprechen in folgender Weise: Eine Tangentialebene 
von Jj^ schneidet A in einer Qeraden, deren Fol i^ in Bezug auf den Kegel- 
schnitt {A) die entsprechende Gerade olp bestimmt. Umgekehrt trifft eine 
Gerade durch a die Ebene Ä in einem Functe p ; durch die Folargerade von 
p in Bezug auf den Kegelschnitt (A) geht ausser A noch eine Tangential- 
ebene von Jjf welche die entsprechende Ebene der durch a gezogenen Ge- 
raden ist. 

Die Tangentialebenen von Jj^, die durch den Funct i gehen, umhüllen 
einen Kegel, welcher A in einem Kegelschnitte trifft; die reciproke Folare 
dieses Kegelschnittes in Bezug auf den Kegelschnitt {A)y wird vom Functe 
aus unter einem Kegel gesehen , welcher durch die Geraden h^ , c^2 g^^^? 
was auch t ist, wegen der beiden Ebenen, welche durch t und bezüglich 
durch die Folargeraden der Functe a^^j» ^iCjs in Bezug auf den Kegelschnitt 
(A) gelegt sind (249). Dieser Kegel und der andere, der durch die ent- 
sprechenden Geraden ol der Tangentialebenen von 0, die durch i gehen, ge- 
bildet wird, schneiden sich in zwei Geraden (ausser in b^ und c^^). Das 
heisst: Durch einen beliebigen Fun et i gehen zwei entsprechende Paare Tan- 
gentialebenen von und «7^, wo man zwei Ebenen entdeckend nennt, welche 
ein und derselben Geraden oi entsprechen. 

Es sei g die Gerade, in welcher sich zwei entsprechende Tangential- 
ebenen von und «7^ schneiden, das heisst die Folarebenen der Functe 
und ABC in Bezug auf ein und dieselbe Fläche {ABC); oder besser, sei g 
die Beciproke der Geraden BC in Bezug auf die Fläche {ABC), wo die 
Ebene A beliebig gewählt ist; dann erhält man aus dem Vorhergehenden, 
dose die Geraden g, welche allen möglichen Paaren von Ebenen B, C entsprechen 
(g ist von A unabhängig) ein solches System bilden, dass durch einen beliebigen 
Punct i im Baume zwei Gerade g gehen, 

252. Wir wollen jetzt diejenigen Functe des Raumes finden, für welche 
die beiden Geraden g zusammenfallen. 

Ist die Gerade 0I in l Tangente der eubischen Fläche P^, und folglich 
auch aller Quadriflächen des Büschels {BC), so geht die Folarebene von p in Be- 
zug auf eine solche Quadrifläche durch i, also gibt es unter den Tangential- 
ebenen von Jj^y die durch I gehen, eine, deren entsprechende Gerade olp ist. 
Man lege jetzt den Funct t auf 1. Dann gehen die durch den Funct an 
die Fläche gelegten Tangentialebenen durch die beiden Generatrixen Im, 
In und haben also ihre Berührungspuncte auf diesen Geraden ; die entsprechen- 
den von ausgehenden Geraden bilden daher zwei Ebenen 0lm und 0ln 
(d. h. B und C). Nun entspricht dem Kegel vom Scheitel 1, der J^ umge- 
schrieben ist, ein Kegel vom Scheitel 0, der durch 0! geht, wie man eben 
gesehen hat. Die beiden Geraden also, welche für einen beliebigen Funct i 
aus dem Durchschnitt der beiden Kegel vom Scheitel entstehen (251), redu- 
eieren sich in diesem Falle auf die einzige Gerade 0i. Also: Durch die ge- 
meinsamen Puncie von F^ und geht nur je eine einzige Gerade g. 
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253. Sei zweitens der Ponct i der Scheitel eines Qnadrikegels, der 
durch die Kegelschnitte (B), {€) geht. Da die Wahl der Ebene Ä für die 
Bestimmung der Geraden g willkürlich ist, so kann man Toraossetsen, 
dass diese Ebene durch t geht. Weil nun i auf der reciproken Geraden 
von BC oder oip in Bezug auf jede Quadrifläche des Büschels (BC) liegt, 
so geht die Polarebene von o in Bezug auf die Quadrifläche (ABC) dnrch 
t; femer ist dieselbe Polarebene Tangentialebene der Fläche in 1; es 
geht also durch i eine Tangentialebene von O, deren Berührungsponct I ist, 
daher ist oip die entsprechende Gerade. 

In analoger Weise liegt t in den Polarebenen aller Puncto von oi in 
Bezug auf die Quadrifläche {ABCf)^ und deshalb sind die Puncte i, p in Be- 
zug auf den Kegelschnitt {A) conjugiert 

Was das Hyperboloid «/^ anbetrifft, so schneiden seine durch i gelegten 
Tangentialebenen A in Geraden, die sich in t kreuzen, und deren Pole in 
Bezug auf den Kegelschnitt (A) sich auf der Polare von t befinden, die aus einer 
Geraden durch p besteht. Daraus folgt, dass dem umgeschriebenen Kegel 
vom Scheitel t ein Kegel jE^ vom Scheitel entspricht, der durch olgeht; und 
dem , dem Hyperboloid <7^ umgeschriebenen Kegel vom Scheitel t entspricht 
(ausser der Ebene ^1^3^12) ®^°^ Ebene Ej die dnrch op und die Polargerade 
von t in Bezug auf den Kegelschnitt (A) geht. Man kann nun beweisen, 
dass die Ebene E den Kegel K längs op berührt. 

In der That, die Ebene, welche durch i geht und in 1 berührt, ent- 
hält eine Gruppe von vier harmonischen Strahlen, nämlich die Geraden Im, in, 
Generatrixen der Fläche, die Gerade li, Generatrix des umschriebenen Kegels 
vom Scheitel t, und die Gerade If, Tangente des Berührungskegelschnittes 
in 1 (f sei ihre Spur auf der Ebene A), Projiciert man vom Puncte aus 
diese vier harmonischen Strahlen auf die Ebene A, so erhält man die Ge- 
raden f>(u, 0, t, |) ^), die ebenfalls eine harmonische Gruppe bilden. Anderer- 
seits aber gehört das Ebenenpaar BC, der Kegel {BC) und die Quadrifläche 
{ABC) zu demselben Büschel, also muss der Kegelschnitt {A) durch die vier 
Puncte gehen, wo die Durchschnittsgeraden des Kegels mit A die Geraden 
AB und AC (d. h. pu und po) treffien. Daher ist also die Polargerade von 
i in Bezug auf den Kegelschnitt {A) die conjugierte harmonische Gerade |it 
in Bezug auf die Geraden pu,p9, oder mit andern Worten, die Gerade 
PI ist die Polare von i in Bezug auf den Kegelschnitt {A). 

Also ist die Ebene E Tangentialebene des Kegels längst op, und folglich 
liefft der Punct t nur auf einer einzigen Geraden g. 

254. Die Gerade g, die Reciproke der Geraden {BC) in Bezug auf alle 
Flächen des Büschels {BC), liegt (249) auf den Hyperboloiden J^ und J^ 
Umgekehrt ist J^ der Ort der reciproken Geraden von BC (wo B fest ist, 
und C variabel) in Bezug auf die Flächen des Büschels {BC) und auch 
der Ort der reciproken Geraden von BA (wo B wieder fest ist und 

1) Hier bezeichnen u, die Puncte Qjb^ , a^ eis* 
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A variabel) in Bezng auf die Flächen (BA). Ebenso verhält es sich 
mit Jf^. Wir haben nun bewiesen, dass durch jeden Punct des Raumes zwei 
Gerade g gehen, |die Reciproken von BC^ und dem analog zwei reciproke 
Gerade von CA, und zwei reciproke Gerade von AB. Also : Durch jedm 
Punct des Raumes kann man zwei Hffperboloide Jj^ , zwei Hyperboloide J^ und 
zwei Hyperboloide J^ legen. Ans dem Vorhergehenden folgt weiter, dass, 
wenn t der Scheitel eines Quadrikegels ist, welcher F^ in drei Kegelschnitten 
(^), (B), (C) schneidet, durch i nur eine einzige Reciproke von BC^ ebenso 
nur eine Reciproke von CA und eine einzige reciproke Gerade von AB geht; 
durch i geht also nur ein Hyperboloid J^^, ein Hyperboloid J^ und ein 
Hyperboloid J^ Das heisst: Der Ort der Scheitel der Quadrikegel, weUAe 
die cubische Fläche F^ in drei KegelschnOten {A),{B),{C) s<Meiden, fälU mä 
der einhüllenden Fläche der Hyperboloide jeder der drei Reihen JJ^^^^^Jq 
zusammen. Dieser Ort geht durch die drei Raumcurven vierter Ordnung in 
denen F^ von den QuadripolarfläcJien der Punete 0, u, n geschnitten wird (252). 

Da bewiesen, dass durch jeden Punct dieses Ortes eine einzige einge- 
hüllte Fläche jeder Reihe geht, so folgt , dass die einhüllende und die ein- 
gehüllte Fläche sich überall berühren, wo sie sich treffen. Die Bertihrungs- 
curve ist der Durchschnitt zweier unmittelbar folgender eingehüllten Flächen 
und ist also von der vierten Ordnung. Die einhüllende Fläche ist also von 
der vierten Ordnung; die Berährungscurven zweier eingehüllter Flächen der- 
selben Reihe liegen auf ein und derselben Fläche zweiter Ordnung (50) u. s. w, 

255. Wir betrachten jetzt das Büschel von Quadriflächen S, welche 
durch die Curve vierter Ordnung gehen, die den Durchschnitt von F^ mit 0, 
der ersten Folarfläche von 0, bildet. Zwei Flächen S schneiden die cubische 
Fläche nochmals in zwei Kegelschnitten ; da aber die gemeinschaftliche Ge- 
rade der Ebenen dieser Kegelschnitte vier Pnncte mit F^ gemein hat (näm- 
lich die vier Punete, in denen dieselbe die beiden Kegelschnitte trifft), so 
liegt sie vollständig auf der Fläche. Nun ist eine der Flächen S auch die 
Quadrifläehe 0, für welche der resultierende Kegelschnitt das Geradenpaar 
b^j c^^iBt, und die Gerade, in der die Ebene dieser beiden nochmals F^ schneidet, 
ist die Gerade a^, also schneiden die Flächen iSf die Flächen F^ in Kegelschnitten, 
deren Ebenen durch die Gerade a^ gehen. Umgekehrt trifft jede durch a^ 
gezogene Ebene A, F^ in einem Kegelschnitte, der auf einer Fläche Sj^ des 
Büschels liegt, das man betrachtet. Die Ebene A and die Quadriflächen S^ 
bilden offenbar zwei projectivische Büschel, welche die gegebene Fläche F^ 
durch ihre Durchschnittscurven erzeugen können (222). 

Die Polarebenen des Punctes in Bezug auf die Quadriflächen 5 bilden 
ein projectivisches Büschel zu dem dieser Quadriflächen, also ist der Ort 
der Berührungskegelschnitte der Quadriflächen S mit den umgeschriebenen 
Kegeln vom Scheitel (223) eine Fläche J dritter Ordnung, welche durch 
die Basis des Büschels (S) und durch die Geraden b^,c^^ geht (letztere Ge« 
raden der Durchschnitt von durch die entsprechende Polarebene). Ausser- 
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dem ist die Basiscurve des Btischels (5) der Durchschnitt von J mit der 
ersten Polarfläche von in Bezug auf J, nämlich mit der Quadrifläche 
S(^ 0), die durch geht ; die beiden cubischen Flächen J und F^ berühren 
sich also längs einer Curve vierter Ordnung und schneiden sich in zwei Ge- 
raden; sie fallen daher in eine einzige Fläche zusammen. Das heisst: Jede 
Quadrifläche S^ schnddet F^ in einem Kegelechnitt dessen Ebene Ä die Polar- 
ebene des Punctes in Bezug auf Sj^ ist; mit andern ,Worten, die cubiscbe 
Fläche Fg ist der Ort der Berührungscurven zwischen den Quadriflächen S 
und den umgeschriebenen Kegeln vom Scheitel 0. Es folgt noch daraus, 
dass die Scheitel der vier Kegel des Büschels (S) auf F^^ liegen, und dass 
diejenigen Ebenen, welche die Fläche in diesen vier Functen berühren, die 
dreifachen Tangentialebenen sind, welche durch a^ gehen. 

256. Sind A und B zwei gegebene Ebenen bezüglich durch a^ und b^ 
gelegt, dann bilden die Quadriflächen {AB) ein Büschel, dem auch das Ebenen- 
paar A, B angehört. Der Ort der Berührungscurven zwischen den Quadri- 
flächen und den umgeschriebenen Kegeln vom Scheitel ist nach dem all- 
gemeinen Satze (223) eine cubiscbe Fläche, aber für die Quadrifläche, die 
aus den Ebenen A, B besteht , kann man die Berührungscurve als auf der 
Ebene B ausgebreitet ansehen, und die Ebene gehört also vollständig der cubi- 
schen Fläche an. Das heisst, diese reduciert sich auf die Ebene B und eine 
Quadrifläche S , welche den Kegelschnitt (il) und die Kegelschnitte enthält, welche 
aus dem Dnrchschnitt der Flächen {AB) mit den Polarebenen von entstehen. 

Weiter muss die Basis des Büschels {AB) die Durchschnittscurve der 
cubischen Fläche jBS mit der ersten Polarfläche von in Bezug auf diese 
Fläche sein, also ist A die Polarebene von in Bezug auf S. Es folgt ferner 
daraus, dass S durch die Scheitel der beiden Kegel des Büschels {AB) geht 
und in ihnen von den beiden Ebenen berührt wird, welche dem Büschel 
der Polarebenen von angehören, und sich daher in einer Geraden schneiden, 
die in der Ebene B liegt. 

Hiernach gehen die Flächen S und /S^ zugleich durch den Kegelschnitt 
{A) und haben A als Polarebene von 0. Wenn man nun vom Puncto 
die Tangenten an den Kegelschnitt {B) zieht, so liegen die Berührungspuncte 
auf $, denn sie müssen einer beliebigen Quadrifläche des Büschels {AB) an- 
gehören und der entsprechenden Polarebene von 0. Die nämlichen Puncte 
gehören aber auch der Berührungscurve von F^ mit dem umgeschriebenen 
Kegel vom Scheitel an, und folglich auch S^. Die Quadriflächen S und 
Sj^ bilden also nur eine einzige Fläche. Das heisst : aS*^ ist der Ort der Be- 
rührungscurven aller Quadriflächen {ABC\ wo A fest ist, mit den umgesckrie' 
benen Kegeln vom Scheitel 0. Also enthält jSj^ die Scheitel sämmtlicher Kegel 
des Systems {ABC), wo A fest gehalten wird. 

Ist die Ebene A gegeben, dann sind die Scheitel der Kegel {ABC) auf 
jeder der Flächen Sj^yJ^^ gelegen (249), also: Der Ort dieser Scheitel ist die 
Raumcurve vierter Ordnung, Durchscknitt dieser beiden Quadr\fiäehen, Lässt 
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man nun A Beine Lage ändern, so ist der Ort dieser Raumeurve, die den 
beiden entsprechenden Flächen aS'^ und Jj^ gemein ist, eine Fläche vierter Ord- 
nung {vollständiger Ort der Scheitel alier Kegel (ABC)), die wir schon als 
Enveloppe der Hjperboloide / gefunden haben« Natürlich ist dieselbe Fläche 
vierter Ordnung auch der Ort der Raumcorve vierter Ordnung, die zwq 
Flächen Sjg und J^ oder S^j und J^ gemein ist S^ und 5^ haben hier in 
Bezug auf tt, o und die Ebenen B, C dieselbe Bedeutung, welche Sj^ in Be* 
zug auf den Punct a und die Ebene A hat ^). 

257. Betrachten wir von Neuem die drei Qeraden a^yb^y c^^ die in der- 
selben Tritangentialebene liegen. Es seien JL^iß» zwei Ebenen, die bezüg- 
lich durch a^ , b^ gehen und die Fläche F^ in zwei Kegelschnitten treffen, 
die <»ifb^ in den Puncten a,b berühren. Die Quadriflächen des Büschels 
(«l>alb) treffen die Ebene a^b^ in Kegelschnitten, die in den Puncten o, k einen 
doppelten Gontact haben, und umgekehrt jeder Kegelschnitt, der in a und b 
von den Geraden a^, b^ berührt wird, ist die Spur einer Fläche des Büschels. 
Nun befindet sich unter diesen Kegelschnitten der unendlich abgeplattete 
Kegelschnitt (ab)^ gebildet durch die zweimal gezählte Berührungssehne, und 
in dem Büschel (Jii>ifi>) gibt es daher einen Kegel, welcher die Gerade a^b^ 
längs der Geraden ob berührt. Diese Gerade trifft c^^ in einem Puncte c 
und in diesem berührt c^^ den obigen Kegel und folglich auch einen Kegel- 
schnitt, der gleichzeitig auf F^y auf dem Kegel und in einer Ebene (durch 
Cjj) liegt. Also : Die sechs Puncte, in denen die Geraden a^ , d^ , c^^ die para- 
bolische Öurve von F^ berühren (220) Hegen zu drei und drei auf vier Ge- 
raden, welche die BerUhrungsgeneratrixen der Ebene ^^^2^19 ^^ *^ Quadri- 
kegeln sind, welche zu drei und drei die sechs Kegelschnitte (Jlo), (lib), (G) 
enthalten, welche die Geraden (^it^^tCi^ *V» genannten Puncten berühren. Die 
beiden zu a analogen Puncte sind die Doppelelemente einer Involution, in 
der die Puncte o^^^} ^1^12 konjugiert sind (220). Die Geraden o^,b^,c^^ 
sind daher die Diagonalen des Vierseits, das aus vier Geraden abc gebildet wird. 

Es gibt noch einen zweiten Kegel, der durch die Kegelschnitte («R»), («ül») 
geht, ausser d^enigen, welcher die Ebene a^b^ längs abc berührt. Die 
beiden Kegelschnitten gemeinsamen Tangenten umhüllen diese beiden Kegel; 
der Scheitel des neuen Kegels ist also der gemeinschaftliche Durchschnitts- 
punct folgender drei Ebenen: Der Ebene a^b^, der Ebene der Tangenten, 
die man vom Puncte a^b^ an die beiden Kegelschnitte ziehen kann ausser 
a^ und b^ und die Ebene der Polargeraden des nämlichen Punctes in Bezug 
auf die beiden Kegelschnitte. 

Wir wollen die vier Berührungskegel der Ebene a^b^ und die sechs Kegel- 
schnitte, in denen sie die Fläche F^ schneiden, in folgender Weise bezeichnen 



1) Jede von den 45 dreifachen Tangentialebenen gibt einer analogen Fl&ohe 
vierter Ordnung Entstehung. 
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Die Kegel 9C, t>V schneiden sich in dem Kegelschnitt (JU) nnd folglich 
noch in einem andern Kegelschnitt, der nicht anf F^ liegt. Sie hahen also 
zwei gemeinschaftliche Tangentialebenen; eine ist <>i&2^i2' ^^^ andere sei P. 
Die Ebene F berührt die fünf Kegelschnitte (Jl), (-ül), (0), ('^% (©') die 
anf Ot nnd 9C' liegen; sie berührt daher auch die Kegel S>t'* und dt**'. 
Die vier Kegel dC, S)C', dC^', dC'" haben folglich zwei gemeinschaftliche Tan- 
gentialebenen ^^^2^12 ^^^ -^> daraus folgt, <^« ihre Scheitel auf ein und der- 
selben Geraden liegen (der Durchschnittsgeraden der Ebenen ^^^2^12 ^^^ ^' 

258. Wir gehen zur Betrachtung der Kegelschnitte (^), {B\ (C) über, 
die sich in gerade Linien auflösen. 

Unter den Ebenen A gibt es vier, ausser aj^2^i2' ^^^^he F^ in Geraden- 
paaren schneiden, dasselbe gilt für die Ebenen B und C, Wenn wir die 
Ebene A betrachten, welche die Geraden h^c^^ enthält, und die Ebene B, 
in der a^c^^ liegt, so müssen sich die Kegelschnitte (b^c^^ y {a^c^^ in zwei 
Puncten schneiden (247), die auf der Geraden AB liegen. Die Gerade h^ 
trifFt daher c^^ und ^^3 schneidet a^. Die Ebenen ^3<?32;^8^i3 schneiden F, 
in zwei neuen Geraden a^ und hy Nun liegen von den neun Geraden 
(«i^j^j,), {<*2^^^zi^i (^8^1^18 )> welche durch den Durchschnitt von F^ mit drei 
Ebenen entstehen, drei, nämlich ^^x'^s'^is ^ ^^^ Ebene Ay drei andere 
o^} h^, C32 in der Ebene B, folglich liegen die drei Übrigen a^, h^, c^^ in ein und 
derselben Ebene C 

Hieraus folgt, dass die 24 Geraden, die in den 12 dreifachen Tangen- 
tialebenen liegen, welche ausser a^^j^i durch aiid2>^i2 S^^6°> ^^^^ tlocIl 
in 16 andern Paaren von dreifachen Tangentialebenen liegen. Jedes dieser 
Paare ist durch zwei beliebig gewühlte dreifache Tangentialebenen A und B 
bestimmt. Mittelst dieser beiden Ebenen ist auch eine entsprechende Ebene 
C mit bestimmt. 

Denken wir uns drei Ebenen A, B, C die F^ ausser in «j , 5^ , c^^ in 
sechs Geraden schneiden, die nicht in Ebenenpaaren gelegen seien, so ge- 
hören diese sechs Geraden einem Hyperboloide {ABC) aus dem vorhin be- 
trachteten Systemen an (248). Jede von den vier Ebenen !4 lässt sich mit 
jeder von den vier Ebenen B und mit jeder der vier Ebenen C combinieren, 
aber man muss die 16 Combinationen weglassen, welche sechs Gerade er- 
geben, die auf zwei Ebenen liegen; doks System der Quadriflächen {ABC) 
enthält also 4.4.4 — 16 = 48 Hyperboloide H, von denen ein jedes die cubische 
Fläche F^ in sechs Geraden schneidet.. 

Von den sechs Geraden, die F^ und einem Hyperboloide TL gemein 
sind, gehören drei demselben Systeme von Generatrixen des letzteren an, 
und die drei übrigen dem andern Systeme ^), man kann also auf sechs ver- 

1) Eine cubische Fläche kann niemals yier Gerade eines Hyperboloids aus dem- 
selben Systems von Generatrixen enthalten , denn dann h&tte jede Generatrix des 
andern Systems vier Panete mit der cabischen Fl&che gemein und l&ge folglich 
TolUt&ndig auf derselben. 
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Bchiedene Arten diese Geraden in drei Paare zerlegen, so dass die Geraden 
jedes Paares in einer Ebene liegen. Jede Art gibt drei Ebenen, welche 
alle sechs Geraden enthalten und F^ in drei neuen Geraden schneiden, die 
in einer Ebene liegen, denn die sechs ersten Geraden gehören einer Fläche 
zweiter Ordnung an. Jedes Hyperboloid H ist also ein Glied von sechs Sy- 
stemen von Quadriflächen , dem der Flächen (ABC) analog, das durch die 
Ebene o^b^c^^ gegeben ist. Die Zahl dieser Systeme ist 45, jedes derselben 
entspricht einer dreifachen Tangentialebene, die GesamnUzahl der Hyperbo- 

48*45 
loide, welche F^ in sechs Geraden schneiden, ist also -4 — = 360. 

259. Ein Hyperboloid H ist durch drei Gerade von F^ bestimmt, die 
sich nicht treffen. Nun werden aber drei Gerade von F^, die sich nicht 
treffen, von drei andern Geraden geschnitten, die sich ebenfalls nicht schneiden 
(228) ; diese sechs Geraden bilden also den Durchschnitt von H und F^. 
Das heisst: Jedes Hyperboloid, das F^ in drei Geraden schneidet, die sich 
nicht treffen, schneidet diese Fläche noch in drei andern Geraden, 

Es gibt also 2.360 Gruppen von drei Geraden auf F^, welche keine 
Durchschnittspuncte halben. Diese Gruppen sind zu zwei und zwei conjugiert ^). 
Die Geraden der einen Gruppe treffen die Geraden der conjugierten Gruppe, 
und die sechs Geraden der beiden conju^gierten Gruppen gehören ein und dem- 
selben Hyperboloide an. 



CAPITEL VI. 

VERSCHIEDENE EIGENSCHAFTEN. 

260. Es seien T, T' zwei dreifache Tangentialebenen der cubischen Fläche 
F^, die sich in einer Geraden, die nicht auf F^ liegt, treffen, und es seien 
^i»*2»^i3» S'^8»^23 ^^® Geraden der Fläche, die in diesen Ebenen liegen. 
Da die Gerade TT' die Fläche P^ nur in drei Puncten schneidet, so müssen 
diese den Geradenpaaren ^a^b^, b^c^, a^c^^ gemein sein.' Die Ebenen ^ib^j ^3^»' 
fljCj^ treffen F^ in drei neuen Geraden bezüglich Cjj,aj,&j, die in einer 
Ebene Hegen, denn von diesen neun Geraden, die durch den Durchschnitt von 
F^ mit drei Ebenen entstehen, liegen sechs in zwei anderen Ebenen T, T*. 

Also bestimmen die Dreiecke 0^*2^12» ^2^8^28 *^^ andere, und die Seiten 



1) R. Stubm, {Synthetitche Untersuchungen über FläcJicn dritter Ordnung, 
Leipiig 1868.) nennt zwei oonjugierte Systeme yon drei Geraden ein Doppddrei 
and die Hyperboloide H Doppeldreihyperholoide, 
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dieser sechs Dreiecke sind die gegenseitigen JDurchschnittspuncte zweier Gruppen 
v<m drei Ebenen, das heisst der Seitef\ßächen ssweier Trieder, die wir conjugiert 
nennen wollen. 

Zwei beliebige dreifache Tangentialebenen, deren Durchschnittsgerade 
nicht auf F^ liegt, können als Seitenflächen eines Trieders dienen, dann ist 
dadurch die dritte Seitenfläche mit bestimmt. Diese drei Ebenen bestimmen 
neun Gerade, welche sich in neun Puncten schneiden, die den Kanten des 
Trieders und F^ gemein sind. Dieselben neun Geraden sind auch noch in 
drei andere Ebenen vertheilt, welche das conjngierte Trieder bilden. 

Mfln hat schon früher (258) gesehen, dass, wenn man die drei Geraden 
^ifh^i ^13' ^^^ ^° der Ebene T liegen, betrachtet, die andern 24 Geraden von F^ 
in 16 Ebenenpaaren vertheilt liegen. Jedes Paar bildet mit T ein Trieder, 

das heisst, jede Ebene T liegt in 16 Triedem. Jedes Trieder enthält aber 

4Ö.16 
drei Tritangentialebenen, also ist die GresamnUzahl der Trieder — « — =240. 

Diese Trieder sind zu zwei und zwei conjugiert; es gibt dah«r 120 cor\fugierte 
Triederpaare, 



261. Die neun Geraden 

sind, wie wir eben bewiesen haben, auf sechs Tritangentialebenen gelegen, 
die zwei conjugierte Trieder bilden. Durch jede dieser Geraden kann man 
drei neue dreifache Tangentialebenen legen; es gibt also 27 Ebenen, von 
denen jede eine der neun Geraden enthält und also auch noch zwei andere 

Gerade, das heisst, die andern 18 Geraden liegen zu zwei imd zwei in 

2 27 
diesen 27 Ebenen vertheilt in der Art, dass diese Ebenen =S«mal 

lo 

durch jede der 18 Geraden gehen. Es bleiben noch 45—6—27 = 12 Ebenen, 
welche ausschliesslich die 18 Geraden jede zweimal enthalten. 

Nun musB jede der drei Geraden a^jb^yC^^^ die in derselben Ebene 
liegen, ausser den Geraden der obigen Matrix noch sechs Gerade schneiden, 
die von den beiden andern nicht getrofi^en werden; also werden die 18 Ge- 
raden durch eine oder die andere der Geraden a^,b^, c^^ geschnitten. Ausser- 
dem werden aber auch drei Gerade wie a^, b^, c^, die sich nicht schneiden, durch 
die obigen Geraden ebenfalls geschnitten, ebenso 0^,0^,0^, u. s. w. Man 
kann daher die 18 Geraden in zwei neue Matrixen 



SO vertheilen, dass die Geraden einer Colonne der ersten Matrix die Geraden 
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der entsprechenden Colonnen der zweiten Matrix treffen, nnd die Geraden 
einer Zeile der ersten Matrix die Geraden der entsprechenden Colonne der 
dritten Matrix. Dann ist leicht zu zeigen: 1. dass die Geraden einer Zeile 
der zweiten Matrix die Geraden der entsprechenden Zeile der dritten Matrix 
schneiden; 2. dass die nenn Geraden jeder der zwei letzten Matrixen die 
Dnrchschnittsgeraden der Seitenflächen zweier conjugierter Trieder sind. 

Also: Jedes conjugierte Triederpaar bestimmt zwei neue Paare in der 
Ärty dass die drei Paar^ zweimal sämmtliche 27 Gerade enthalten. Natür- 
lich ist die Zahl dieser Gruppen von je drei conjugierten Triederpaaren gleich 

-3- = 40. 

262. Die 240 Trieder haben 3.240= 720 Kanten k und 240 Scheitel t. Jede 
Kante k trifft die Fläche T^ in drei Functen If, Durchschnitte der Geraden- 
paare auf der Fläche. Man kann also sagen, die 135 Puncte If, Scheitel 
der 45 Dreiecke, die von den 27 Geraden auf den dreifachen Tangentialebenen ge- 
bildet toerden , sind zu drei und drei auf 720 Geraden h vertheiÜ, die sich zu 
drei und drei in 240 Puncten t schneiden. Dieselben 135 Puncte liegen zu 
zehn und zehn auf den 27 Geraden von F^, 

Betrachten wir den Funct h, der den Geraden a^ , b^ angehört. Durch 
jede dieser Geraden gehen ausser der Ebene aj?^ vier andere dreifache Tan- 
gentialebenen und daher 16 Gerade Je, Jeder Punct If ist also auf 16 Ge- 
raden k gelegen. 

Die Ebene ^2^3^13 schneidet die vier dreifachen Tangentialebenen, welche 
durch b^ gehen, mit Ausnahme von a^^^, in vier Geraden k welche ^3 und c^, 
in acht Puncten b', b'' treffen. Auf jeder dieser vier Geraden k denke man sich 
den harmonischen Punct i von b in Bezug auf d'2r" genommen, dann ge- 
hören die vier Puncte 1 der Polargeraden von b in Bezug auf den Kegel- 
schnitt an, der durch die Geraden ^3^13 gebildet wird, und sie liegen auch 
auf der- Quadripolarfläche von b in Bezug auf F^, Die 16 Puncte 1, ent- 
sprechend den 16 Geraden k, die von b ausgehen, liegen zu vier und vier 
auf vier Geraden vertheilt, die in vier Ebenen liegen, welche durch a^ gehen und 
folglich auch auf vier anderen Geraden, die in vier Ebenen durch b^ liegen. 
Alle diese acht Gerade sind Generatrixen ein und desselben Hgperboloids, welches 
die Quadripolarfläche des Punctes b ist. Diese Quadrifiäche geht offenbar 
durch die Geraden a^ und b^. 

263. Sei t der Scheitel eines Trieders, das aus dreifachen Tangential- 
ebenen gebildet ist (262). Dann schneidet die Quadripolarfläche von t nach 
F^ genommen jene Ebenen in den Polarkegelschnitten von t bezüglich der 
Dreiecke, welche von den Geraden von ^3 gebildet werden, die in diesen 
Ebenen liegen, das heisst, in Kegelschnitten, die bezuglich diesen Dreiecken 
umgeschrieben sind. Diese Dreiecke entstehen aber durch den Durchschnitt 
der drei betrachteten Ebenen durch die Seitenflächen des conjugierten Trieders 
(260), folglich treffen die Kanten dieses Trieders die Quadripolarfläche von 
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t in je drei Fancten. Mit andern Worten: Die OßMäripoleurfläcke von t iH 
ein dem eanjugierten Trieder umgeschriebener Kegel. Also sind die Sckeitd 
snoeier conjugierter Trieder entsprechende Puncte der Hessiana (183). 

264. Es ist früher bewiesen^ dass jede Gerade, die auf ^3 liegt, so wie o^, 
eine Doppeltangente der Hessiana ist (171), und dass die Berührungspuncte 
a, a' die Doppelpuncte der Involution sind, welche auf a^ durch die Kegel- 
schnitte bestimmt wird, in denen F^ durch die Bitangentialebenen, welche 
durch a^ gehen, geschnitten wird. Da aber die Gerade a^ auf F^ liegt, so 
muss die Quadripolarfläche jedes Punctes dieser Geraden durch diese selbst 
hindurch gehen , also liegen die Scheitel der Polarkegel von a, (4 auf o^. 
Diese Scheitel sind aber auch Puncte der Hessiana, folglich ist a' der Scheitel 
des Polarkegels yon a und umgekehrt; das heisst, die Funde 0, a' sind zwei 
entsprechende Puncte der Hessiana, 

265. Eine beliebig gegebene Ebene E schneidet die Fundamentalfläche 
F^ in einer Curve C3 der dritten Ordnung. Die Ebene M, welche F^ in 
einem Puncte m von O3 berührt , und die Polarebene von m in Bezug auf 
die Hessiana treffen sich in einer Geraden, welche F^ in den Wendepuncten 
jT, s, \ des Schnittes dieser Flache durch die Ebene M durchbohrt (200). 
Was ist nun der Ort der Geraden mjr, mg, ntf, wenn m auf O3 seine Lage 
verändert? Zunächst ist die Curve O3 für den Ort dreifach, denn jeder Punct 
m dieses Ortes ist den drei Generatrixen mjt, mQ, m\ gemeinschaftlich. Wir 
suchen zweitens , wieviele Generatrixen in die Ebene E fallen. Die Polar- 
ebenen der Puncte m in Bezug auf die Hessiana treffen E in Geraden, deren 
einhüllende Curve von der 9-ten Classe ist (93). Die Tangenten dieser En- 
veloppe entsprechen einzeln den Tangenten von C3, denn die einen sowohl 
als die anderen entsprechen den Puncten dieser Curve; und nach einen be- 
kannten Theorem i) ist die Ordnung des Ortes des gemeinschaftlichen Punctes 
zweier entsprechender Tangenten gleich der Summe der Classen der beiden 
Enveloppen, nämlich 9-^6=: 15. Für diesen Ort sind die 12 gemein, 
schaftlichen Puncte von O3 und der Hessiana Doppelpuncte, denn in jedem 
dieser Puncte treffen sich zwei unmittelbar folgende Tangenten von O3 und 
die entsprechenden Tangenten der Enveloppe 9-ter Classe. Der Ort fünf- 
zehnter Ordnung schneidet also O3 noch in 3.15 — 2.12 = 21 andern Puncten, 
von denen jeder ein den Puncten jt, g, | analoger Pnnct ist. Es folgt daraus, 
dass die Ebene ^ 21 zu mjr, ms, m{ analoge Gerade enthält, und hieraus, 
dass der Ort dieser Geraden eine FläcJie der Ordnung 3.3-f-21 =30 ist. 

Dieser Ort trifft eine beliebige Gerade g in 30 Puncten. Daraus folgt: 
Wenn der Punct m die Fläche F^ mit der Bedingung durchläuft y dass eine 
der Geraden m^r, ms, m^ die gegebene Gerade g schneidet, so ist der Ort von 
m eine Raumcurve der ZO-sten Ordnung, 



1) EinleUung, Nr. 83 
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Diue Raumcurve geht, toas auch g sei, durch die 135 Funde }f, in denen 
sieh die 27 Oetaden der Ftmdamentalfläche mu zwei und zwei schneiden. In 
der Thai, betrachten wir die dreifache Tangentialebene, welche die Geraden 
^v ^2' ^13 ^"^^Ält, 80 geht die Polarebene des Panctes ajb^ in Bezug auf 
die Hessiana durch c^^ i), und jede durch diesen Punct so gezogene Gerade, 
dass sie c^^ schneidet; ist eine zu mjr analoge Gerade. Nun trifft die Ebene 
^i^s^is ^^^^ beliebige Gerade g, also gebt* die Raumcurve SO-ster Ord- 
nung, in Bezug auf diese Gerade, durch den Punct Qyb^, Daher trifft die 
Raumcurve, um die es sich handelt, jede der 27 Geraden von F^ in zehn 
Puncten. 

Hieraus folgt , wenn man die cubische Fläche auf einer Ebene in der 
oben (231) angegebenen Weise abbildet, dass dann die Planeurve, welche die 
Raumcurve 30*8ter Ordnung in Bezug auf g darstellt, ebenfalls von der 30- 
sten Ordnung ist, zehnmal durch jeden Fundamentalpunct geht und in den- 
selben die den Geraden b und c von F^ entsprechenden Linien berührt 
Also (233, 245) iet die Raumcurve der vollständige Durchschnitt von F^ mit 
einer Fläche lO-ter Ordnung, 

Es gibt also eine unbegrenzte Zahl von Fl&chen 10-ter Ordnung, welche 
durch die 135 Functe d gehen. Das vollständige System dieser Functe ist 
durch den Durchschnitt irgend einer dieser Flächen mit den 27 Geraden von 
F^ gegeben, 

266. Wir wollen jetzt noch eine Eigenschaft des Schnittes der Hessiana 
durch eine beliebige Ebene E auseinandersetzen. 

Diese Ebene schneidet die Fundamentalfläche F^ in einer cubischen 
Curve 0^; es sei einer der Pole von E in Bezug auf F^, der nicht auf £ 
liegt. Weil nun der Kegel 0O3 die Fläche F^ in einer Plancurve C3 trifft, 
so schneidet er dieselbe Fläche noch in einer Raumcurve sechster Ordnung, 
die auf einer Quadrifläche 9^ liegt (40). iDa die Fläche F^ dem durch den 
Kegel 0C3 und den zusammengesetzten Ort I^^ gebildeten Büschel ange- 
hört, so geht die Quadripolarfläche eines beliebigen Punctes t in Bezug auf 
F^ durch den Durchschnitt des Polarkegels oc^ in Bezug auf den Kegel 
0O3 mit der Quadripolarfläche in Bezug auf E9^. Wird i auf der Ebene 
E genommen, so ist die Quadripolarfläche von i in Bezug auf Ef$^ das System 
zweier Ebenen^ deren eine E ist, und die andere 9^ ist die Polarebene von 
i in Bezug auf 9^. Folglich geht die Quadripolarfläche von t in Bezug auf 



1) Dies ergibt sich aus dem allgemeinen Theoreme (200) und auch aus fol- 
gender UeberleguBg: Die vier Durchschnittspuncte der Hessiana mit der Oeradeu 
a^ sind in swei Berühmngspnncte n, a' vereinigt, und folglich fllllt der harmonische 
liittelpunct dieser vier Dorehsohnittspuncte in Bezug auf den Pol afi^ mit dem 
Pnncte o^c^g zusammen, dem harmonisch^ coigugierten Puncto von a^h^ in Besug 
auf die Puncte a, a'. Ebenso Terh&lt es sieh filr h^, also o. 9. w. . 

OsKMOiTA, Obarfiaehen. 14 
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jPj durch die beiden Durchschnittskegelschnitte des Kegels oc^ mit den Ebenen 
E und 9y Der erste dieser Kegelschnitte ist offenbar Cj y erste Polare von 
i nach C3; der andere ist ein Geradenpaar, weil die Ebene $^ durch 
geht ^). Wenn nun aber 9^ den Kegel 0O3 berührte , so wäre die Quadri- 
polarfläche von t nach F^ genommen ein Kegel , und t wUrde auf der Hes- 
siana liegen. Also ist die Durchschnütscurve der Hessiana mit der Ebene E 
der Ort eines PuncteSy dessen Polar ebene in Bezttg auf die Qaadrifiäcke 9^ 
die conische Polarcurve in Bezug auf die cubische Curve c, berührt. 

Auf folgende Weise kann man zeigen, dass dieser Ort von der vierten 
Ordnung ist. Die Polarkegelschnitte der Puncte einer Geraden g auf E in 
Bezug auf e^ und die Polargeraden derselben Puncte in Bezug auf den 
Kegelschnitt {E^S^ bilden zwei projectivische Büschel, welche eine cubische 
Curve erzeugen, die durch den Pol von g in Bezug auf den Kegelschnitt 
(£$2) g^^^* Durch diesen Pol kann man vier Tangenten an die cubische 
Curve legen, es gibt also vier Gerade des zweiten Büschels, welche die ent- 
sprechenden Kegelschnitte des ersten Büschels berühren, daher enthält g vier 
Puncte des Ortes. 



CAPITEL VII. 

CLASSIFICATION DER FLÄCHEN DRITTER ORDNUNG 
MIT RÜCKSICHT AUF DIE REALITÄT DER SIEBEN- 

UNDZWANZIG GERADEN. 

267. Wir haben bewiesen, dass wir durch die 27 Geraden einer allge- 
meinen Fläche F^ dritter Ordnung 120 conjugierte Triederpaare legen können 
(260), und dass umgekehrt die Fläche construiert werden kann, wenn zwei 
conjugierte Trieder und ein Punct der Fläche gegeben sind (221). Daraus 
folgt, dass, abgesehen von der Realität der gegebenen oder gesuchten £le* 



1) Die Polarebene von in Bezog den Kegel 0C3 ist unbestimmt, und hat 
also dieselbe Polarebene E in Bezug anf Fg und in Bezug auf den zusammenge- 
setzten Ort j&^2' ^^^ Ebene E ist daher die Polai-fl&che von in Bezug auf $), und 
folglieh geht die Polarebene eines beliebigen PuncCes von £ in Bezug auf die o&m- 
liehe Qaadrifl&che durch o* 
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mente, es möglich ist, eine beliebige cnbische Fläche mit Hilfe zweier Trieder 
auf die früher (221) gegebene Weise zu erhalten. Wir wollen jetzt auf die 
Realität oder Nichtrealität der 27 Geraden einer reellen cubischen Fläche 
Rücksicht nehmen. Indem wir die beiden Trieder zn bilden suchen, 'die 
die Fläche zu erzeugen genügen, werden wir ganz natürlich auf die Classi- 
fication der allgemeinen reellen cubischen Flächen nach der Methode SohIplis ^) 
gelangen. 

Um zwei conjugierte Trieder zu constrnieren, die einen reellen Complez 
bilden, genügt es zwei dreifache Tangentialebenen T, T* zu finden (260), 
die reell oder imaginär conjugiert sind, und sich in einer nothwendigerweise 
reellen Geraden schneiden, die nicht auf der Fläche liegt Die drei Geraden 
der Fläche auf T und die drei in T* enthaltenen Geraden schneiden sich zu 
zwei und zwei in den drei Puncten, in denen die Gerade TT* die Fläche 
durchdringt und bestimmen auf diese Weise drei Ebenen G, G', G'S diesämmt- 
lieh reell sind, oder wenigstens die eine reell und die beiden andern ima- 
ginär conjugiert, genau wie die genannten drei Puncte. Jede dieser Ebenen 
6 schneidet die Fläche in einer andern Geraden, und diese drei neuen Ge- 
raden liegen in einer einzigen reellen Ebene T". Die beiden Tripel von 
Ebenen TT'T*' ,^fS>*^*' bilden die gesuchten Trieder. 

Nun behaupte ich, dass, solange die Fläche als reell vorausgesetzt wird, 
es immer möglich ist, zwei dreifache Tangentialebenen zu finden, welche der 
vorgeschriebenen Bedingung genügen. Dies ist klar, wenn die 27 Geraden 
sämmtlich reell sind ; wir nehmen deshalb an, es gäbe imaginäre Gerade, die 
natürlich zu zwei und zwei imaginär conjugiert sind. 

Zunächst seien a^y^g zwei imaginär conjugierte Gerade, die in der- 
selben Ebene ^) liegen, die reell sein muss, dann gehen durch a^ vier andere 
imaginäre Ebet^en und durch b^ ihre Conjugierten. Zwei dieser eonjugierten 
Ebenen, eine durch a^ und die andere durch b^, genügen offenbar der Aufgabe. 
Denn die beiden Ebenen gemeinsame Gerade kann nicht auf der Fläche liegen, 
da andernfalls drei Gerade sich in demselben Puncte der Fläche schneiden 
müssten, der also für die Fläche ein Doppelpunct wäre. 

Seien zweitens b^fb^ zwei imaginäre conjugierte Gerade, die nicht in 
derselben Ebene liegen; a^ ^49 ^5» ^^^i <?2S ^^® ^^^ Geraden, welche dieselben 
schneiden, und die einen reellen Complez bilden. Es muss also unter den- 
selben eine ungerade Zahl reeller Geraden geben. Sind die fünf Geraden 
sämmtlich reell, so geht durch jede von ihnen wenigstens eine reelle Ebene; 
unter diesen fünf Ebenen ist es nun immer möglich, zwei auszuwählen, welche 
der verlangten Bedingung Genüge leisten. Sei in der That a^^gC^^ die reelle 
Ebene durch a^; wäre dann die Ebene c^c^^^c^ oder die Ebene ^28^16^46 



1) On the dUtribtUion of sutfaces 0/ the third order irUo specie» ete. (Phi- 
losophical Transactions 1863). 

2) Man lese stets dreifcKhe Tangentialebene. 

14* 
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reell, so hätte man schon die beiden gesachten Ebenen. Wäre dagegen nur 
die Ebene c^^i^c^ durch c^ reell, so müsste die Gerade c^^, da sie auf zwei 
reellen Ebenen läge, reell sein. Also ist auch c^ eine reelle Gerade und 
daher wäre die Ebene ct^^^c^reolL Somit würden die Ebenen a^ö^q^, c^^^c^ 
das verlangte Paar bilden. 

Gibt es unter den fünf G^rA^^^n, die b^ und b^ schneiden, zwei imaginär 
conjugierte ^ijC^^j so sind die Ebenen ^ib^i^s^^z ^^^S^^'^^ conjugiert und 
schneiden sich in einer Geraden, die nicht auf der Fläche liegt. 

Wir schliessen daher, dass jede reelle allgemeine Fläche dritter Ordnung 
mit Hilfe zweier Trieder gebildet werden kann, welche folgende drei Fälle 
darbieten. 

1. Die Trieder sind aus sechs reellen Ebenen gebildet; 2. das eine 
Trieder ist vollständig reell, während das andere aus einer reellen Ebene und 
zwei imaginär conjugierten Ebenen besteht; 3. jedes Trieder besitzt eine 
reelle Ebene und zwei itoaginär conjugierte Ebenen. 

268. ElssTEB Fauu Da die beiden Trieder von sechs reellen Ebenen 
gebildet werden, so schneiden sich diese in neun reellen Geraden: 

*i » h f \'^ 

^23 » ^81 » ^12« 

Das reelle durch die drei Geraden b^,b^, b^ bestimmte Hyperboloid schneidet 
die cubische Fläche in drei neuen Geraden <i^tCt^t^ß (258), die entweder 
sämmtlich reell sind, oder die eine reell die beiden andern imaginär conju- 
giert. Wir unterscheiden beide Fälle. 

a) Die Geraden 0^9 a^}^^ sind reell. Dann geben die Ebenen 

*2"4> V6»*2^6 5 

neun weitere reelle Gerade: 

^24»*^25>^26 ' 

und die Ebenen 

^18^4»^13^25»*^1S*^26 
«8^84' ^8^85' ^8^86 

schneiden die Fläche in sechs neuen reellen Geraden: 
In diesem Falle hat man also 27 reelle Gerade, 
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ß) Es sei a^ eine reelle Gerade und a^^o^ imaginär conjogiert. Die 
reellen Ebenen 

geben drei weitere reelle Gerade: 

und die reellen Ebenen 

geben swei andere reelle Gerade: 

Die imaginär conjugierten Ebenenpaare 

Vi' Ve 
geben die imaginär conjugierten Geradenpaare: 

Endlich geben die imaginär conjugierten Ebenenpaare 

^3*^14' ^28*^16 

zwei andere Paare imaginär conjagierter Geraden: 

b . b 
4» e 

Man hcU also 15 reelle Gerade und 15 reelle Ebenen: 3 reelle Ebenen durch 
jede reelle Gerade und 3 reelle Gerade in jeder reellen Ebene, Zwei imaginär 
conjugierte Gerade schneiden sich nicht, 

269. Zweites Fall. Ein Trieder ist vollständig reell, das zweite hat 
eine reelle SeitenÜäche , die beiden andern sind imaginär conjugiert. Die 
Ebenen des ersten Trieders werden von der reellen Seitenfläche des zweiten 
in drei reellen Geraden: 

geschnitten, und von den imaginären Seitenflächen desselben Trieders in drei 
imaginär conjugierten Geradenpaaren: 

*« • »1 •• 
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Die imaginär oonjugierten H/perboloide, die durch die Geraden (b^fb^jb^), 
(^i'^ss'^i^ bestimmt sind, schneiden die cubische Fläche in zwei Tripeln 
imaginäi'er Geraden 

K' ^6' V * ("^14» ^6» ''le)' 
die zu zwei und zwei conjugiert sind. Dieselben bestimmen drei Ebenen 
^4^14 7^5^16 7^6^16* ^^^ unterscheiden zwei Fälle, jenachdem diese drei 
Ebenen sämmtlich reell sind, oder nur eine reell und die beiden andern ima- 
ginär conjugiert. 

a). Die drei Ebenen sind reell , und also enthält jede von ihnen zwei 
conjngierte Gerade: 

«4'^145 









«6' 


«16' 








»s» 


"is- 
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imaginSr 


conjugierten Ebeiienpaare 








V4' 


*M *14 ' 








Vs' 
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v.» 


«M*16 ' 
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SS' 


"1% 


liefern die sechs conjugiert 


imaginSren Geradenpaare: 








«Si- 


«es 5 








'w 


«S4 5 








«M» 


«4»' 








«34' 


*4» 








«85' 


*.' 








"ss' 


h' 



die in sechs reellen Ebenen liegen, von denen die drei ersten durch Cj,, die 
drei andern durch a^ gehen. 

So haben wir in diesem Falle 3 reelle Gerade und 13 reelle Ebenen, von 
denen eine die 3 redien Geraden ent/iält. Die andern gelten zu 4 und 4 durch 
eben diese 3 Geraden, Zwei imaginär conjugierte Gerade liegen stets in einer 
(reellen) Ebene. 

ß). Die sechs imaginären Geraden «4,05, ..., c^^ seien auf folgende Art 
conjugiert: 



''4' *^14' 



«*» c 



15 



9 
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woraus folgt, das» die Ebene a^c^^ reell ist, während <^^<^i^i*^^c^^ zwei ima- 
ginär conjngierte Ebenen sind. Nun geben die imaginär conjugierten Ebe- 
nenpaare 

Vs '^28^16 5 
V«» »1^16' 

die sechs imaginär conjugierten Geradenpaare: 

^24' ^66' 
^4' *4' 
^26' <^45' 

*2e» ^«4' 

von denen nur die beiden ersten aus Geraden, die sich schneiden, gebildet 
sind, indem sie so die reellen Ebenen c^c^7<^^\ bilden, die bezüglich durch 
^18 » S gehen. 

Dieser Fall bietet also 3 feelU Gerade und 7 reelle Ebenen. Eine dieser 
Ebenen enthält die 3 reellen Geraden, die andern gehen zu 2 und 2 durch eben 
diese Geraden, Unter den imaginär conjugierten Geraden gibt es 6 conjugierte 
Geradenpaare j die sich schneiden , und 6 andere conjugierte Geradenpaarey 
die sich nicht schneidm. 

270. Dritter Fall. Jedes der beiden Trieder besitzt eine reelle und 
zwei imaginär conjugierte Seitenflächen. Die reelle Ebene des ersten Trieders 
schneidet die Ebenen des zweiten Trieders in einer reellen Geraden: 

und zwei imaginär conjugierten Geraden: 

^8 ' ^18 • % 

Die reelle Ebene des zweiten Trieders trifft die imaginären Seitenflächen 
des ersten Trieders in zwei imaginär conjugierten Geraden: 

und die imaginären Ebenen beider Trieder treffen sieh- gegenseitig in zw«i 
Paaren imaginär conjugierter Geraden: 

^' *8' 

Hierbei treffen sich die Geraden desselben Paares nicht 
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Das durch die Geraden bj^,b^, b^ bestimmte reelle Hyperboloid schneidet 
die cubische Fläche in drei neuen Geraden a^^a^f a^, für die man zwei ver- 
schiedene Fälle zu unterscheiden hat: 

ä) Wenn die Geraden 

alle drei reell sind, so geben die reellen Ebenen 
drei andere reelle Gerade: 



Die imaginär conjugierten Ebenen 

b a t h a.i 
8 4' «4» 

b a » b^a : 
2 6' S 6» 

b^G , b a 
2 6* 8 6 

m 

dagegen liefern die drei imaginär conjugierten Geradenpaare: 

Ss» ^S6' 

und die imaginär conjugierten Ebenen 

ergeben drei andere Paare imaginär conjugierter Geraden: 

Man erhäU so 7 reelle Gerade und 5 reelle Ebenen. Diese fünf Ebenen 
gehen durch eine Gerade; es gibt 3 y von denen jede 2 andere reelle Geraden 
enthält y während jede der 2 andern Ebenen 2 imaginär conjugierte Gerade 
enthält. Die imaginär conjugierten Geraden 'der 8 andern Paare schneiden 
sich nicht 

ß) Wenn 



eine reelle Gerade und 



«4 



«5» ^6 



zwei imaginär conjugierte Gerade sind, so gibt die reelle Ebene b^a^ eine 
dritte reelle Gerade: 



^14 » 
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und die imaginär conjugierten Ebenen 

Vs • V« 5 
V»' Ve' 

ha ha 
^% l' 3 4 

geben die vier Paar imaginär conjngierte Geraden: 

^15' ^16' 
^26' ^a«5 

Die imaginär conjugierten Ebenen 

*i*^i4» Sa ^14' 

^l^t' ^28^16' 

geben endlich die drei Paar imaginär conjugierter Geraden: 

^6' ^46' 
\' *^45- 

Man kommt somit aaf einen schon betrachteten Fall zarück (Zweiter Fall, ß). 

271. Wir können also schliessen, dass die allgemeine Fläche dritter Ord- 
nung nur fünf verschiedene Arten zuUtsst unter Berik^csichtigvng der Realität 
der 27 Geraden, nämlich: 

1. Art: 27 reelle Gerade und 45 reelle Ebenen, 

2. Art: 15 „ „ „ 15 „ „ , 

3. Art: 7 „ „ „ 5 „ „ , 

4. Art: 8 „ „ „ 7 „ „ , 
ö. Art: 3 „ „ „ 13 „ „ 

Man kann für jede Art die Zahl der Doppelsechs verlangen, die durch 
zwei reelle oder imaginär conjugierte Sechstupel gebildet sind. Mit Hilfe 
der Tabelle, die wir oben (229) gegeben haben, findet man leicht Folgendes : 

Erste Art — Alles ist reelL 

Zweite Art. — Es gibt 15 reelle Doppelsechs, von denen jedes Sechs- 
tupel reell ist und ans 4 reellen und 2 imaginär conjugierten Geraden ge- 
bildet wird. Es gibt ein anderes reelles Doppelsechs, dessen Sechstupel 
imaginär conjugiert sind. 

Dritte Art — Es gibt 6 reelle Doppelsechs, von denen jedes Sechs- 
tupel reell ist und ans 2 reellen Geraden und 2 imaginär conjugierten Ge- 



K 
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radenpaaren besteht. Es existieren 2 andere reelle Doppelsechs, von denen 
jedes zwei imaginär conjugierte Sechstnpel besitzt. 

Vierte Art. — Es gibt nur ein reelles Doppelsechs, das aus zwei reellen 
Sechstupeln besteht. Jedes Sechstupel enthält 3 Paar imaginär conjugiert^r 
Geraden. Ausserdem gibt es 3 reelle Doppelsechs, die aus imaginär con- 
jugierten Sechstupeln zusammengesetzt sind. 

Fünfte Art, — Es gibt kein reelles Sechstupel, sondern nur 12 reelle 
Doppelsechs, die sammtlich aus je zwei imaginär conjugierten Sechstupeln 
zusammengesetzt sind. 

272. Wir haben oben (234) gesehen, dass eine cubische Fläche im All- 
gemeinen mit Hilfe dreier projectivischer Ebenennetze erzeugt werden kann. 
Bei dieser Erzeugungsweise leitet man die 27 Geraden aus den sechs Puncten 
öi»tt2» "3» ^4» ^ft» ^6 *^' '" denen eine Ebene E durch eine gewisse Raum- 
curve sechster Ordnung getroffen wird. In der That entsprechen die 27 Ge- 
raden (226) den sechs Puncten : 

"1» S» •s» ^4* H* •e » 
den sechs Kegelschnitten: 

VsVö^e' •iVaVs» ^iS^4,hh* ^^iVaVe' SVaVe' *4S*SV6 
und den fünfzehn Geraden: 

Vs» Vi' \S Ve» V4' Vö 

•1*4» Vö' Vc' V4' Vö' Vc V4' SS' Ve • 

Da der Complex der drei Netze als reell vorausgesetzt ist, ebenso wie 
die Ebene E, so ist das System der sechs Puncto tt^d^aja^a^ag ebenfalls reell, 
und man kann daher folgende Fälle unterscheiden: 

1. Wenn die Puncto sammtlich reell sind, so sind sämmtliche 27 Ge- 
rade reell {Erste Art). 

2. Sind vier Puncto reell und die beiden andern imaginär conjugiert, 
so erhält man 4 + 4-1-6-^1 = 15 reelle Gerade, die andern sind imaginär 
und zwar treffen sich je zwei conjugierte Gerade nicht {Zweite Art), 

3. Sind zwei Puncte reell und die beiden andern paarweise imaginär 
conjugiert, so erhält man 24~24-l + 2 = 7 reelle Gerade, 2 Paar imaginär 
conjugierte Gerade, die sich schneiden, und 8 Paar imaginär conjugierte 
Gerade, die sich nicht treffen {Dritte Art). 

4. Sind die sechs Puncte sammtlich imaginär und paarweise conjugiert, 
so hat man 1 -f 1 -{- 1 := 3 reelle Gerade ; 6 Paar imaginär conjugierte Ge- 
rade, die sich schneiden, und 6 Paar imaginär conjugierte Gerade, die sich 
nicht treffen {Vierte Art), 

Es ist nicJU möglich die fünfte Art mittelst dieser Erzeugungstoeise su er- 
halten. Dies entspringt auch aus der Bemerkung, dass bei der f&nften Art 
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kein reelles Sechstiipel existiert ; während die Erzeugung mittelst dreier pro* 
jectivischer Netse (deren Complex reeU ist) , uns auf ein Doppelsechs führt, 
dessen Sechstupel (durch die Geraden gebildet, welche den sechs Puncten 
und den sechs Kegelschnitten entsprechen) nothwendigerweise reell sind ^). 

Wir wollen jetzt zu beweisen versuchen, dass, obgleich die Erzeugung durch 
projectivische Netze nur die vier ersten Arten ergibt, es eine andere Erzeugungs- 
weise gibt, die geeignet ist', alle flinf Arten zu liefern. Hierzu müssen wir 
aber vorher die möglichen Fälle discutieren, die bei dem Durchschnitt zweier 
Qnadriflächen eintreten können, die sich in keinem Pnncte berühren. 

273. Zwei Flächen zweiter Ordnung, die keinen Berührungspnnct haben, 
schneiden sich in einer Raumcurve vierter Ordnung, durch welche vier Quadri- 
kegel gehen. Die Scheitel dieser Kegel sind zugleich die Scheitel des allen 
durch die Raumcurve gehenden Quadrifiächen gemeinsamen conjugierten 
Tetraeders. Diese Flächen bilden ein Büschel, das heisst, durch einen belie- 
bigen Punct X des Raumes und durch die Raumcurve geht eine einzige 
Quadrifläche. Die beiden geradlinigen Generatrixen dieser Fläche, die durch 
X gehen, sind die beiden Geraden, welche man vom Pnncte x ans so ziehen 
kann, dass sie die Cnrve zweimal schneiden. 

Jeder Kegel der durch die Raumcurve geht und seinen Scheitel in einem 
Puncto der Cnrve hat, ist dritter Ordnung und folglich ist die Centralpro- 
jection der Raumcurve auf einer Ebene, wenn das Auge auf der Curve an- 
genommen ist, eine allgemeine Curve dritter Ordnung. 

Aus den Eigenschaften dieser ebenen Perspectivcurve kann man eine 
grosse Zahl von Eigenschaften der Raumcurve vierter Ordnung (und vom 
Geschlecht 1 (237)) herleiten. Z.B.: Durch einen beliebigen Punct der cubi- 
schen Plancurve kann man an dieselbe vier Tangenten ziehen, deren Doppel- 
verhältniss constant ist (Doppelverhältniss der cubischen Plancurve). Man kann 
folglich durch jede Gerade, welche auf der Raumcurve in zwei Puncten o, o* 
aufsteht, an dieselbe vier Tangentialebenen legen. Ist o das Auge und man 
lässt 0' sich bewegen, so bleibt das Doppelverhältniss dieser vier Ebenen 
unveränderlich, und wird also auch nicht variieren, wenn o' fest ist und o 
veränderlich. Das Verhältniss bleibt also auch dann dasselbe, wenn man 



1) Betrachtet man eine cnbisohe Flache F^ als gemischte Polarfl&ohe zweier 
Ebenen E, E' in Bezug auf eine FundamenUlfl&che derselben Ordnung (187), so 
kommt man auf ein Doppelsechs, dessen Geraden den Durchschnitten der gegebenen 
Ebenen mit iwei Baumcunren sechster Ordnung bezüglich entsprechen. Sind die 
gegebenen Ebenen imagin&r conjugiert, so ist es ebenso mit den beiden Sechstupeln 
und folglich könnte es möglich scheinen, dass man auf diese Weise auch die ftlnile 
Art erhalten könnte. Diese Illusion verschwindet aber sogleich, wenn man beachtet, 
dass die homologen Geraden zweier Doppelsechs, die imagin&r conjugiert sind, 
sich nicht schneiden, w&hrend bei der fünften Art zwei imagin&r oonjugierte Gerade 
stets in derselben Ebene liegen. 
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die Sehne 90* auf irgend welche WeiBe verrückt Daraus folgt, dasa, wenn 
das Auge die Banmcarve durchläuft, das Doppelyerbältniss der cubischen 
Perspectivcurve constant bleibt. Man kann dieser constanten Zahl den Namen 
DoppdverhäUnw der Raumcurve geben. 

274. Man kann eine Raumcurye c^ vierter Ordnung (Geschlecht 1) als 
unvollständigen Durchschnitt einer Fläche S zweiter Ordnung und eines 
Kegels K dritter Ordnung ansehen, dessen Scheitel ein Punct von c^ ist 
Die beiden Generatrizen von S, die durch gehen, schneiden die Raumcurve 
nochmals und gehören also auch dem Kegel K an; das heisst, sie bilden 
mit 0^ den vollständigen Durchschnitt der Orte S und K. Die Ebene dieser 
Generatrixen berührt S in und enthält also die Tangente t von c^ in diesem 
Puncte, eine Gerade, die ebenfalls eine Generatriz des Kegels E ist. Die 
Osculationsebene von c^ in schneidet die Curve in einem andern Puncte 0', 
also berührt diese Ebene den Kegel K längs t und schneidet ihn in der Ge- 
raden 00'. 

Liegt das Auge in 0, so ist die Centralprojection von c^ eine cubische 
Curve (Basis des Kegels K), Es sei m die Spur von t auf der Zeichnungs- 
ebene, dann sind die Tangenten der cubischen Plancurve, die von vt ausgehen, 
die Spuren der vier Tangentialebenen von e^ die man durch t legen kann. 
Nun berühren diese Ebenen die Raumcurve in zwei Puncten, von denen einer 
ist, sie gehen also bezüglich durch die Scheitel der vier Quadrikegel, auf 
denen e^ liegt, da diese Kegel die vollständige Enveloppe der Bitangential- 
ebenen von 0^ bilden. Folglich haben wir den Satz : Das DoppelverhäÜnüs 
von vier Ebenen, welche o^ in einem beliebigen Puncte berühren und bezüglich 
durch die Scheäd der vier Quadrikegel gehen, ist gleich dem DoppelverhäU- 
niss dar Raumcurve und ist also eine constante Zahl. 

275. Umgekehrt kann eine gegeb enecubische Plancurve als Centralpro- 
jection einer Raumcurve vierter Ordnung (Geschlecht 1) angesehen werden, 
die durch den Augenpunct geht. Sei 10 ein beliebiger Punct der cubischen 
Plancurve, und es schneide eine durch m gezogene Gerade die Curve in zwei 
andern Puncten w^,X9^, dann trifft der Kegel, dessen Scheitel der Punct 
ist, und dessen Basis die cubische Plancurve darstellt, eine beliebig durch 
die Geraden 0»^ , ow^ gelegte Qnadrifläche in einer Raumcurve vierter Ord- 
nung, welche in von der Geraden 0» berührt wird. 

276. Sind die beiden Quadriflächen (278) reell, so kann ihr Durch- 
schnitt reell oder imaginär sein. Unter der ersten Voraussetzung, besteht 
er entweder in einem einstigen Zug (aus einem Stück), oder er kann auch der 
Complez zweier zusammengehöriger Züge (Stücke) ^ein, welche keinen Punct 
gemein haben, selbst nicht in unendlicher Entfern mg. Wir müssen diese 
drei Fälle separat untersuchen. 
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277. Ist der DurcbBcfanitt o^ zweier Qnadriflächen eine mcnogrammiedie 
Ourve (das heisst mit einem Zug), so besteht ihre Perspectivcurve (das Auge 
liegt immer in einem Puncte der Raumcurve) auch aus einem Zuge, das 
beisst, sie bildet eine Schlangenlinie mit drei Wendepuncten ^). Man weiss 
nun aber ^), dass eine solche cubische Plancunre ein imaginäres Doppelyerbält* 
niss hat, das heisst mit andern Worten, durch einen beliebigen Punct der 
cubiscben Curve kann man an dieselbe nur zwei reelle Tangenten ziehen. 
Also (274) gibt es unter den vier Tangentialebenen von c^ in einem belie- 
bigen ihrer Puncte, die bezuglich durch die Scheitel der vier Quadrikegel 
g^hen (welche den Büschel angehören , dessen Basis C^ ist), nur zwei relle, 
das heisst, von den vier Kegdn eind nur zwei reell. 

Aus der Ei genschaft der cubiscben Perspectivcurve nur zwei reelle Tan- 
genten von einem beliebigen ihrer Puncte zuzulassen, folgt ausserdem, dose 
tnan durch Jede auf o^ tn zwei reellen, verschiedenen oder zusammenfallenden 
Puncten aufatmende Gerade an diese Curve zwei und zwar nur zwei reell» 
Tangentialebenen legen kann. Nach dem Gesetze der Continuität besteht diese 
Eigenschaft; auch noch fUr eine Gerade, die auf C^ in zwei imaginär conju- 
gierten Puncten aufsteht. 

Das conjugierte Tetraeder hat zwei reelle Scheitel und folglich zwei 
reelle Seitenebenen. Jede reelle Ebene enthält einen reellen Scheitel. Also 
schneidet jede reelle Seitenfläche c^ in zwei reellen Puncten, das heisst, sie 
schneidet den Quadrikegel, dessen Scheitel auf dieser Seitenfläche liegt in 
zwei Geraden, von denen eine den Schnitt des andern Kegels in zwei reellen 
Puncten tri£ft 

Die reellen Kegel zweiter Ordnung,- die durch c^ gehen, bilden die 
Grenze zwischen den windschiefen Flächen und den nicht geradlinigen Flächen 
des Büschels, dessen Basis o^ ist. Im vorliegenden Falle ist es leicht zn 
sehen, dass jede Quadrißäche des Büschels, welche durch einen Punct des 
Raumes ausserhalb oder innerhalb beider reeller Kegel geht, winds<Mef ist, 
wahrend die Quadrißäche, die durch einen beliebigen Punct des Raumes inner- 
halb des einen Kegels und ausserhalb des andern geht, keine Rege(fiäche ist, 

278. Der Durchschnitt o^ sei jetzt eine digrammische Curve (das heisst, 
aus zwei Stücken). In diesem Falle ist die cubische Perspectivcurve aus 
einem Oval ') und einer Schlangenlinie mit drei Wendepuncten zusammen- 
gesetzt. Es sei m auf der Zeichenebene die Spur der Geraden, welche c^ 
im Augenpuncte o berührt (275), dann sind die von m an die cubische Curve 
gezogenen Tangenten die Spuren der vier Ebenen, welche c^ in berühren 

1) Wir betrachten die Stetigkeit der Curve durch den Durchgang durch daa 
Uneodliche nicht unterbrochen. Eine typische Form dieser Gattung von cnbisehen 
Plancurven ist Newtok*8 parabola pura (Enumeratio Unearum tertii ordinis), 

S) Gioraale dl Matematiche, T. 2.'' (Napoli 1864) p. 78. 

9) Wir wenden diese Benennung nach Bbllavitis auch auf hyperbolische und 
parabolische Formen an. Bine typische Form dieser Gattung ist Mswtqh'b poro- 
bola campamfarmis cum ovali. 
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und bezüglich durch die Scheitel des conjugierfcen Tetraeders gehen (274). 
Nun sind die vier Tangenten der cubiscben Curve, die von w ausgehen, alle 
imaginär oder alle reell, je nachdem dieser Punct dem Oval oder der Schlangen- 
linie angehört; also sind die Scheitel des conjugiertea Tetraeders (das heisst, 
die Scheitel der vier Quadrikegel die durch o^ gehen) sämmtHch imaginär 
oder sämmtlich reell ^ jenaduiem das Perspectivbild des Zuges auf toel^em 
das Auge gedacht unrdy ein Oval oder eine Schlangenlinie ist. 

Es folgt daraus, dass, wenn die Curve o^ gegeben ist, das Perspectiv- 
bild des Zuges, auf dem das Auge sich befindet, was auch der gewählte 
Zug ist, immer ein Oval oder immer eine Schlangenlinie ist. Wir haben 
also zwei Fälle zu unterscheiden jenachdem das conjugierte Tetraeder voll- 
ständig reell oder vollständig imaginär ist. , 

279. Ist das Tetraeder ganz imaginär, ist also tu ein Punct des Ovals, so 
schneidet eine beliebige, durch den Punct des Auges gelegte Ebene die Cui-ve 0^ 
in drei weitern Puncten (von denen zwei imaginär werden können), und ihre 
Perspectivbilder gehören entweder sämmtlich der Schlangenlinie an, oder 
einer gehört diesem Zweige an, and die beiden andern dem Oval. Trifft also eine 
Ebene die Curve e^ in vier reellen Functen, so gehören drei dieser Puncte ein und 
demselben Zuge ctn und der vierte dem andern Zuge; trifft aber eine Ebene die Curve 
0^ nur in zwei reellen Puncten f so Hegt davon stets auf jedem Stücke ein 
Punct. Daraus folgt, dass eine Tangentialebene in einem Puncte die Curve 
in zwei weitern Puncten schneidet, die auf verschiedenen Stücken liegen; 
dass eine Osculationsebene des einen Stückes das andere Stück schneidet, 
und dass keine reelle Ebene existiert, welche die Curve in zwei Puncten 
berührt oder dieselbe in vier sämmtlich imaginären oder sämmtlich zusammen- 
fallenden Puncten trifft. 

Weiter folgt aus dem eben für die cubiscbe Perspectivcurve Bemerkten, 
dass durch keine Gerade^ welche auf der Curve in zwei (reellen oder imaginär 
conjugierten) Puncten desselben Stückes aufsteht ^ eine reelle Tangentialebene 
geht , welche noch anderswo die Curve berillirt , und dass durch jede Gerade^ 
die auf beiden Stücken aufste/ity sich immer vier reelle Tangentialebenen legen 
lassen, 

Ist ein Tetraeder einer Qnadrifläche conjugiert, so trifft jede Generatrix 
der Fläche, wenn sie eine Kante schneidet, auch die Gegenkante, und folg- 
lich enthält die Flache die vier Geraden, in denen sich die vier Tangential- 
ebenen schneiden, welche man durch zwei Gegenkanten legen kann. Wenn 
das Tetraeder (wie wir jetzt voraussetzen wollen) aus zwei Paar imaginär 
conjugierten Ebenen besteht, so gibt es nichtsdestoweniger zwei reelle Gegen- 
kanten, von denen jede der Durchschnitt zweier Tangentialebenen der Fläche 
ist. Diese Ebenen sind aber reell, denn sie müssen mit zwei Seitenebenen 
des Tetraeders, die imaginär conjugierte Ebenen sind, ein harmonisches Sy- 
stem bilden. Folglich sind die vier Durchschnittsgeraden der beiden Paare 
von Tangentialebenen reell, und also die Fläche windschief. 
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Somit sind im gegemoärtigen Falle alle durch c^ gehenden Quadriflächen 
vnndachiefy das heisst, durch jeden Ponct des Raumes kann man zwei reelle 
Gerade legen^ welche die Curve zweimal schneiden, und zwar mindestens die 
eine in zwei reellen Puncten. 

280. Wir setzen jetzt voraus, unsere digram mische Raumcurve C^ ent- 
spreche einem völlig reellen conjugierten Tetraeder, das heisst, sie möge auf 
vier reellen Quadrikegeln liegen. £ine durch das Auge willkürlich gelegte 
Ebene schneidet dann c^ in drei andern Puncten (zwei können imaginär 
werden) und ihre Perspectivbilder fallen entweder alle drei auf die Schlangen* 
linie oder eines auf diesen Zweig, und die beiden andern auf das Oval. 
Wenn also eine Ebene die Curve 0^ in vier reellen Puncten schneidet, so können die- 
selben sämmtlich ein und demselben Zweige angehö/ren, oder zwei dem einen und 
zwei dem andern, und wenn eine Ebene die Curve nur in zwei reellen Puncten trijß, 
so gehören dieselben stets zu einem Zug. Daraus folgt, dass eine Osculations- 
ebene eines Zuges denselben Zug nochmals trifft. 

Aus der Betrachtung der vier Tangenten der cubischen Perspectivcurve, 
die von einem ihrer Puncte ausgehen, zieht man weiter das Resultat, dass 
man durch jede Gerade, welche auf der Curve in zwei (reellen oder imaginär 
conjugierten) Puncten desselben Zuges aufsteht, vier TangenHalebenen legen kann, 
von denen zwei den einen Zug und zwei den andern berühren, während durch 
eine Gerade, die auf beiden Zügen aufsteht, keine reeUe Tangentialebene Am- 
durchgeht. 

Jede Ebene des conjugierten Tetraeders schneidet die Curve 0^ in vier 
Puncten, Scheitel eines vollständigen Vierecks, dessen Gegenseiten sich in 
drei reellen Puncten (Scheitel des Tetraeders) treffen. Diese vier Durch- 
schnittspuncte sind daher alle reell oder alle imaginär. Wenn aber anderer- 
seits ein Tneder einem Qnadrikegel conjngiert ist, so gibt es eine Fläche 
des Trieders, welche den Kegel nicht trifft; also schneiden zwei Seitenebenm 
des Tetraeders die Curve 0^ in vier reellen Puncten und die beiden andern in 
vier imaginären Puncten 

Es ist leicht zu sehen, dass jede Quadrißäche des Büschels, dessen Basie 
O4 ist, die durch einen beliebigen Punct des Raumes gelegt ist, der innerhalb 
oder ausserhalb sämmtlicher vier Kegd sith befindet, oder auch des Raumes, 
der innerhalb ztoeier Kegel lügt, aber ausserhalb der beiden andern, eine Regel* 
fläche ist; während jede Quculiifläche, welche durch einen Punct gelegt ist, der 

(innerhalb % , ir ? j lausserhalb) , , . , ,. ^ 

, I des einen Kegels und 1 . , „ 1 der drei andern hegt, eine 
ausserhalbj ^ innerhalb ' 

nicht windschiefe Fläche darstellt. Weiter kann man durch einen beliebigen 

Punct des Raumes, der innerhalb oder ausserhalb sämmtlicher vier Kegel 

liegt, zwei Gerade ziehen, die jede in zwei reellen oder imaginär conjugierten 

Puncten desselben Zuges der Curve 0^ aufsteht, während durch jeden Punct 

des Raumes, der innerhalb zweier Kegel liegt und ausserhalb der beiden 

andern, zwei Gerade gehen, die jede den einen und den andern Zug schneidet. 
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281. Wir nehme? endlich an, die Curye 0^ sei imaginär. In diesem Falle 
schneidet jede reelle Ebene die Curye O^ in vier imaginären Functen, Scheiteln 
eines vollständigen Vierecks, welches swei reelle Seiten besitzt, während die 
beiden andern Paare von Gegenseiten nur den Durchschnittspunct reell haben. 
Es gibt also im Räume eine unbegrenzte Zahl von Functen, durch die man 
zwei reelU Gerade ziehen kann, welche die Curve in zwei (natürlich imaginär 
conjagierten) Puncten treifen; und es gibt auch eine unbegrenzte Zahl von 
Puncten, für welche diese Geraden imaginär conjugicrt sind. Es gibt daher 
eine reelle Flädie, den Ort der Puncte, fUr welche dieselben zwei Geraden 
zusammenfallen. Dieser Ort ist im Allgemeinen durch die vier Quadrikegel 
gebildet, welche durch O4 gehen; in unsrem Falle gibt es daher wenigstens 
zwei reelle Kegel. 

Dcu conjugierte Tetraeder ist vollständig redL In der That, ist a der Scheitel 
eines reellen Kegels, so schneidet die Polarebene von a (in Bezug auf die Quadri- 
flächen des Buscheis von dem c^ die Basis bildet) die Curve C^ in einem 
imaginären Viereck, dessen Gegenseitenpaare drei reelle Durchschnittspuncte 
b; (, h haben. Nun ist aber obrH gerade das conjugierte Tetraeder. , 

Beachtet man üßrner, dass jede Seitenebene des Tetraeders einen der 
drei Kegel, deren Scheitel sie enthält, in zwei reellen Geraden schneidet und 
jeden der beiden andern in zwei imaginär conjugierten Geraden, und dass 
von den drei in den Scheitel eines reellen Kegels zusammenlaufenden Ebenen 
nur zwei diesen Kegel in reellen Geraden schneiden können, so sieht man 
leicht, dass nur zwei Kegel reell sind\ die beiden andern, obwohl ihre Scheitel 
reell sind, sind imaginär. 

Die beiden reellen Kegel liegen völlig ausser einander. Die Flächen 
des BQschels, dessen Basis o^ ist, welche durch die JPuncte des Raumes, der 
ausserhalb beider Kegel liegt^ gehen,, sind windschief, dagegen gehen durch die 
innerhalb beider Kegel liegenden Funde nur nicht geradlinige Quadriflächen 
des Büschels» 

282. Somit gibt es drei verschiedene Arten der allgemeinen Raumcurve 
vierter Ordnung und vom Geschlechte 1, nämlich: 

i. FalL — Reelle monogrammische Curve: Das conjugierte Tetraeder 
besitzt zwei reelle Scheitel; es gibt zwei reelle Quadrikegel, die durch die 
Curve gehen. 

2, Fall, — Reelle digrammische Curve: Kein Scheitel des Tetraeders 
ist reell; es existiert kein reeller Kegel. 

3, FalL — Reelle digrammische Curve: Das Tetraeder hat alle vier 
Scheitel reell, welche auch vier reelle Kegel ergeben. 

Weiter liefert die Dnrchschnittscurve zweier reeller Quadriflächen, die 
sich in keinem Puncte berühren, einen andern möglichen Fall: 

4, Fall — Imaginäre Curve : Das Tetraeder hat alle vier Scheitel reell, 
aber es g^bt nur zwei reelle Kegel. 
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288. Wir kehren jetzt zu der allgemeinen cubibchen Fläche F^ zurück 
und bemerken nochmal», dass in allen fUnf Arten, • welche dieselbe darbieten 
kann (271), es immer drei reelle Gerade gibt, die in derselben Ebene liegen. 
Diese Geraden seien a, b, c. Die erste Polarfläche des Dnrchschnittspunctes 
von b und c ist eine windschiefe Quadrifläche, die nicht blos durch die 
Geraden b, c geht, sondern F^ auch noch in einer Raumcurre o^ vierter 
Ordnung (Geschlecht 1) schneidet, Ort der Functe, in denen F^ von Geraden 
berührt wird, die von o ausgehen. Diese Raumcurve trifft jede der Geraden 
b, c in zwei Puncten , die offienbar diejenigen sind , in welchen eine solche 
Gerade zwei Kegelschnitte auf der Fläche berührt. 

Die Curve c^ ist die Basis eines Büschels von Quadriflächen , die F^ 
in Kegelschnitten schneiden, deren £benen durch die Gerade a gehen (255) : 
also bilden diese Quadriflächen und die Ebenen durch a zwei projectivische 
Büschel, die zur Erzeugung der Fläche F^ benutzt werden können. Wir 
weisen weiter darauf hin (255), dass die Ebenen durch a die Polarebenen 
des Punctes o in Bezug auf die entsprechenden Quadriflächen sind, dass also 
die cubische Fläche durch die Raumcurve o^ und den Punct o vollständig 
bestimmt ist. • ^ 

Die andern 24 Geraden liegen zu zwei und zwei in den 12 dreifachen 
Tangentialebenen, welche durch a, b, c gehen. Unter diesen sind die 4 Ebenen 
durch a durch die Scheitel der 4 Quadrikegel bestimmt, die durch o^ 
gehen, die andern sind die Ebenen, welche man durch b und c so ziehen 
kann, dass sie o^ anderswo berühren (223). 

Jetzt gilt es, den Beweis zu führen, dass man, wenn man die Curve o^ 
und den Punct zweckmässig wählt, alle fünf Arten der eubischen Flächen 
mittelst dieser Erzeugungsweise herleiten kann. 

284. Es ad die Ourve 0^ reell, dlgrammisch und Hege auf vier Quadri- 
kegeln; der Punct sei ausserhalb aller vier Kegel geißähli: In diesem Falle 
gehen durch nicht blos zwei reelle Sehnen b, c von c^ (280), sondern die 
Polarebenen von schneiden sich in einer Geraden a, welche jeden 
Kegel in reellen Puncten schneidet. Daraus folgt, dass durch a vier 
reelle dreifache Tangentialebenen von F^ gehen (die Polarebenen von in 
Bezug auf die vier Kegel), von denen jede ausser a noch zwei reelle Gerade 
enthält Man kann noch hinzufugen , dass (280) jede der Geraden b, c ein 
und denselben Zug von O4 in zwei (reellen oder imaginären) Puncten schneidet, 
dass man Ulso durch jede dieser Geraden vier Tangentialebenen an die Raum- 
curve legen kann, die daher für F^ dreifach sind. Das ist aber ausschliess- 
liche Eigenschaft der ersten Art der eubischen Flächen (268), und also ent- 
hält jede von diesen acht dreifachen Tangentialebenen durch b oder durch 
c zwei neue reelle Gerade. Die erzeugte Fläche hat somit 27 reelle Gerade. 

Umgekehrt kann man beweisen, dass die für C^ und für den Punct 
angenommene Lage nothwendig ist, damit die erzengte Fläche von der 
ersten Art sei. 

Cbsmoka, Oberfliohen. 1^ 
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285. Ist (Ue Curve wieder reeU^ digrommiech und <nrf vier reellen Qua- 
drikegein gelegen, aber der, Punet o Hegi innerhalb sämnUUdier vier Kegdf so 
haben wir noch vier reelle dreifache Tangentialebenen durch jede der Gre- 
raden a, b, c (280). Da aber in diesem Falle die Qerade a (Dnrduchnitts- 
gerade der Polarebenen yon 0) yoUständig ausserhalb sämmUioher K^gel 
liegt, 80 folgt, dass jede von den vier Ebenen durch diese Gerade, da sie 
den entsprechenden Kegel nicht in reellen Geraden trifft, F^ in 2wei imagi- 
när coujugierten Geraden schneidet. Dieses Besultat ist eine aasschliessliohe 
Eigenschaft der fünften Art (269), es enthält also jede von den acht Ebenen 
durch b und c ebenfalls ein imaginär conjugiertes Geradenpaar. Die ersteugte 
Fläche enJthöU eomit cb'ei reelle Gerade und zwölf Paar imaginär cof^fugierte 
Gerade, die »ich echneiden. 

Umgekehrt kann man beweisen, dass man zur Erzeugung einer cubischen 
Fläche der fünften Art die Curve c^ und den Punct auf die eben ausein- 
andergesetzte Weise wählen muss. 

286. Die Curve C4 »ei wieder reell, digrommiech, und liege aeif vier 
reellen Kegeln; der Punct aber »ei innerhcUb zweier Kegel und anseerhalb 
der beiden andern angenommen; dann trifft die Gerade a nur die beiden letz- 
ten Kegel in zwei reellen Functen und jede der beiden Geraden b, steht 
auf beiden Zügen von 0^ auf. Daraus folgt (280), dass durch a vier reelle drei- 
fache Tangentialebenen gehen, von denen nur zwei die Fläche F^ in zwei andern 
reellen Geraden schneiden; durch b und aber geht keine einzige reelle 
dreifache Tangentialebene« Dies ist eine ausschliessliche Eigensehaft der 
dritten Art. Die erzeugte FUlche hai also eieben reelle Gerade, zwei Paar tma- 
ginär conjugierte Gerade, die eich schneiden, und acht Paar imaginär co^fu- 
gierte Gerade, die sich nickt schneiden. 

Es gibt noch zwei andere Weisen die cubische Fläche dritter Art zu 
erhalten: 1. Wen» e^ reell, digrommiech und ohne reellen Quadrikegel ist; 
i»t in dieeem Falle völlig willkürlich; 2. Wenn c^ tmaginär ist und der 
Punet OMseerhalb der beiden reellen Kegel liegt. 

287. Es sei O^ eine reelle monogrammische Curve, und der Pk$^ Hege 
ausserhalb der beiden reellen Quadrücegd, welche durch die Curve gehen: ia 
diesem Falle gibt es (277) zwei reelle Ebenen durch a, von denen jede zwei 
andere reelle Gerade enthält; ebenso gibt ea durch jede der Geraden b^e 
zwei reelle Ebenen. Das ist eine ausschliessliche Eigenschaft der zweiten 
Art, und es folgt also, dass jede von den vier reellen Ebenen durch b oder 
durch c die Fläche F^ in zwei andern reellen Geraden schneidet Die er'- 
zeugte Fläche hat also ßi^fz^n reelle Gerade und sechs Paar imaginär oan- 
jugierte Gerade, die sich nicht echneiden. 

Un^ekehrt kann man beweisen, dass die (tlr O4 und den Punct $ gB" 
troffene Wahl nothwendig ist^ um eine cubische Fläche zweiter Art zu er- 
halten. 
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288. Endlich nehme man an, es sei die Curve o^ reeU und monogra- 
mischy und der Punct o Uege innerhalb beider reeller Kegel. In diesem Falle 
gehen (277) durch jede der Geraden a, b, c nur zwei reelle Ebenen , und 
jede von diesen beiden Ebenen durch a enthält zwei imaginär conjugierte 
Gerade. Wir treffen hier also auf die vierte Art, und folglich liefert auch 
jede reelle Ebene durch b oder c zwei imaginär conjugierte Gerade. Die 
erzeugte Fläche hat also drei reelle Gert^de^ sechs Pcmt imaginSr conjugierte 
Gerade, die sich schneiden , und sechs Paar imaginär conjugierte Gerade, die 
sich nicht schneiden. 

Und umgekehrt, will man eine onbiaohe Fläche vierter Art erhalten, so 
muss man die Curve o^ und den Pnnct o in der Art ausirählen, die wir 
soeben auseinandergesetzt haben. 

289. In dem VorbergehendeD ist überall vorausgesetzt , daes man als 
Grundlage der Operationen eine dreifache Tangentialebene mit drei reeüen 
Geraden ausgewählt habe, und wir haben dann gezeigt, dass es sodann mög* 
Ueik ist, alle ßhif Arten der allgemeinen cubischen FUk^ zu erzeugen. 

Wollte man aber von einer reellen dreifachen Tangentialebene ausgehen, 
die nur eine reelle Gerade a enthält und zwei imaginär conjugierte Gerade 
hf€, so wäre es nicht mehr m<5glich| die erste und zweite Art zu erhalten, 
denn diese Arten lassen kein Paar imaginärer Geraden zu, die sich schneiden. 
Dagegen kann man die drei andern Arten, wie folgt, eonstruieren : 

Die dritte Art*, o^ ist redl und digrammisch mit vier reellen Kegeln; 
der Fimet o Hegt ausserhalb dreier Kegel aber innerhalb des werten ; 

Die vierte Art: e^ ist resü und monogrammisch tmd der Punct o Hegt 
innerhalb des einen der beiden Kegel und ausserhalb des andern; endlich 

Die fünfte Art: o^ ist reell und digraimmisdi mit vier reellen Kegeln ; 
der Punct o Hegt innerhalb dreier Kegel und ausserhalb des vierten,' man er- 
hall sie auch , wenn O4 imaginär ist, und 9 innerhalb des einen reellen Kegele 
Hegt und ousserhM dee andern. 
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ZUSATZ ZU NO. 214. 



Von den beiden cubischen Cniren, welche der Hessiana und zwei con- 
j agierten Ebenen der Involation gemeinschaftlich sind , enthält die eine die 
Pnncte c, ^' und die andere die Puncte c', tf (208); folglich sind die beiden 
cubischen Curven entsprechende Curven (168). Dem ebenen Schnitte , der 
aus der ersten cubischen Curye und der Geraden p besteht, entspricht (199) 
das durch die andere cubische Curre und die drei Geraden Pi9p^iPi die im 
Puncte p zusammenlaufen, gebildete System. Folglich: 

Die cubischen Cfurven, die man aus der Hessiana rmUelst Ebenen schneidet, 
fvelche durch die Gerade p gehen, sind zu zwei und zwei correspondierende 
Ourven. Zwei entsprechende cubische Curven toerden vom Puncte p aus ndttelst 
desselben Kegels gesehen, der folglich die gemischte cubische Polarfläche der 
Ebenen heider Curven ist, 

Ist die schneidende Ebene eine der Doppelebenen der Involution, so 
entspricht die cubische Curve, «welche dann als Durchschnitt mit der Hessi- 
ana resultiert, sich selbst; das heisst, ihre Puncte c, c* sind zu zwei und zwei 
entsprechend. Offenbar ist diese Curve die Hessiana der cubischen Curre, 
längs deren die nämliche Ebene die Fundamentalfläche schneidet. Die Polar- 
ebene von c berührt die Hessiana in r' (183) und geht folglich durch p\ 
also liegen (6) alle Puncte c auf der ersten Polarfläche von p. Daraus 
schliesst man, dass die erste Polarfläche von p aus den Doppelebenen der 
Involution zusammengesetzt ist, von denen in No. 214 gesprochen wurde. 

Wir fugen noch hinzu, dass sämmtliche gemeine und gemischte cubische 
Polarflächen der durch p gehenden Ebenen in p einen Doppelpunct und ausser- 
dem drei andere Doppelpuncte besitzen, die in ein und derselben Ebene durch 
p und bezüglich auf den Geraden p^tP^yP^ liegen. Eine solche Fläche geht 
in einen Kegel über, wenn sie sich auf zwei conjugierte Ebenen der oben- 
genannten Involution bezieht 



Druck TOD J. Drigeri Baehdnaekerel (C. F«ioht) in Berlin. 
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